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FORMES NON TEMPEREES POUR U(3) ET CONJECTURES DE 

BLOCH-KATO 

JOEL BELLAICHE ET GAETAN CHENEVIER 



Resume : Dans cet article, nous utilisons des families p-adiques de formes 
automorphes pour un groupe unitaire a trois variables, passant par des 
formes non temperees construites par Rogawski, pour montrer certains cas 
des conjectures de Bloch et Kato. 

Abstract : In this paper, we use p-adic families of automorphic forms for 
an unitary group in three variables, containing some non-tempered forms 
constructed by Rogawski, to prove some cases of the Bloch-Kato conjectures. 
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1. Introduction 

1.1. Enonce du theoreme principal. Soit E/F une extension CM, (p, V) une repre- 
sentation de Gal{E/ E) sur une extension finie L de Qp, continue, irreductible, et geometrique 
(cf. [ I^'P] , page 650]). On note r I'element non trivial de Gal{E/F) et p-^ la representation 
sur V* donnee par g ^pirgr)'^ . On suppose que la representation p verifieQ 

(1) P^ = P(-1), 

oil p(— 1) est un twist a la Tate de p. 

II est conjecture que la fonction L complete de p, notee L(p, s), admet un prolongement 
meromorphe a tout le plan complexe, holomorphe en zero si p n'est pas le caractere 
cyclotomique, ce que nous supposerons. Sous I'hypothese 0, cette fonction admet une 
equation fonctionnelle de la forme 

L{.P, s) = e(p, s)L{p, -s), avec e(p, 0) = ±1, 

^Notons par exemple que si pp est une representation de Gal(F/i^) verifiant p*p ~ 1), sa 

restriction p a Gal(E/E) verifie |l|. C'est la cas par exemple d'un twist convenable des representation 
attaches aux formes modulaires 
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En particulier, e(p, 0) = —1 si et seulement si la fonction L(p, s) s'annule en a I'ordre 
impair. 

A la suite de Janssen, Bloch-Kato, Fontaine-Perrin-Riou, notons Hj[Gal{E/ E), p) 
le sous groupe de H^{Gal{E/ E), p) parametrant les extensions U de la representation 
triviale 1 par p 

qui ont bonne reduction en toute place, ce qui signifie que les suites 

^ ^ f/^» ^ 1 ^ 

sont exactes pour toute place w de E ne divisant pas p, 1^ designant un sous-groupe 
d'inertie en w et que les suites 

sont exactes pour toute place w divisant p. La conjecture de Bloch et Kato (cf. 
3.4.5]) implique que 

Conjecture 1.1. Sz e(p,0) = -1, dors dim Hj{Ga\(E/E), p) > 1. 

Get article propose une nouvelle methode pour aborder cette conjecture, basee sur des 
congruences entre formes automorplies non temperees et temperees. Son but est d'en 
demontrer le cas particulier suivant : 

Theoreme 1.1. Supposons que E est un corps quadratique imaginaire. Soit x un car- 
actere de Hecke algebrique sur E, qui verifie 

x^ = x(-i) 

et dont le type d I'infini est de la forme 

avec a > 2. Soit p un nombre premier decompose dans E et non ramifie pour x, 
Xp '■ Ga\{E/E) —>■ L* une realisation p-adique de x sur un corps L. Alors, si e(X)O) = 
e(Xp,0) = -1, on a _ 

dimHj{Ga\{E/E),Xp) > 1- 
Autrement dit, il existe une extension non triviale ayant bonne reduction partout de la 
forme 

(2) O^Xp^U^l^O. 

Notons que ce theoreme pent se demontrer facilement a partir de la conjecture d'lwa- 
sawa pour les corps quadratiques imaginaires, prouvee par Rubin ( [[Rul|| ). Cependant, 
notre methode est differente (Rubin utilise des systemes d'Euler et non des formes au- 
tomorphes), susceptible de generalisations ulterieures (voir plus bas) et donne une in- 
formation supplementaire : elle prouve que les reductions modulo m", (m ideal maximal 
de Ol, n entier arbitraire) de I'extension (0j dont le theoreme affirme I'existence appa- 
raissent comme sous-quotient de la cohomologie etale de varietes algebriques sur E. Get 
enonce est predit par la conjecture de Fontaine-Mazur et ne decoule pas de la preuve de 
Rubin. 
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1.2. La methode. 

1.2.1. Le theoreme |l.lj est une generalisation du theoreme principal de la these d'un 
des auteurs (cf. |[Bell|| theoreme VIII. 1.7. 2), oil il est prouve, sous les memes hypotheses, 
I'existence d'une extension non triviale ayant bonne reduction partout sur Oi^jm de la 
forme — >• Xp ~^ ^ — 1 ^ 0, et ce pour un ensemble de densite non nulle de p. La 
methode utilisee ici est similaire a celle de cette these, a une variante pres (I'emploi 
de families p-adiques combinees avec un resultat de Kisin, au lieu d'augmentation du 
niveau) dont I'idee est due a Urban et Skinner. lis ont en effet recemment annonce 
(cf. |[Sk-Ur|| ) un analogue du theoreme |n| pour des formes modulaires ordinaires de 
niveau 1, par une methode semblable. II nous a semble bon de reprendre cette idee dans 
notre cas, notamment parce qu'elle nous permet de se passer d'hypotheses sur p, que les 
families p-adiques pour U{n) sont construites dans [|Che|| , et qu'elle est plus simplement 
generalisable (voir [L^) . 



1.2.2. Expliquons le principe de la methode employee. La premiere idee est d'utiliser 
les formules de multiplicites, donnees par des conjectures d'Arthur, des representations 
automorphes dans le spectre discret. Pour certaines representations non temperees, ces 
formules font apparaitre le signe de certains facteurs e. Plus precisement, dans le cas 
du groupe unitaire U(3) compact a I'infini attache au corps quadratique imaginaire E, 
ces formules sont demontrees par Rogawski et affirment que pour x un caractere de 
Hecke comme dans I'enonce du theoreme, il existe dans le spectre discret de E une 
representation 7r(x), minimalement ramifieeQ, dont la representation galoisienne associee 
p : Gal{E/E) GL3(L) est de la forme p = Xp © 1 © Xp(~l) si, et seulement si, 
e(x,0) = -l. 

1.2.3. Plagons-nous sous cette hypothese. On dispose done de 7r(x) et de sa representa- 
tion galoisienne associee p. L'etape suivante est d'obtenir une deformation generiquement 
irreductible p' de p, i.e. une representation p' de Gal{E/E) sur un anneau de valuation 
discrete R de corps residuel L avec (p' ®r L)^* = p, et p' ®h Frac{R) irreductible; il 
faut egalement controler la ramification de p' ainsi que son comportement aux places 
divisant p. Le methode utilisee pour construire p' consiste a placer n(x) dans une famille 
p-adique de formes automorphes^ 

Pour controler la ramification de p' aux places w de E ne divisant pas p, en particulier 
aux places oii x Gst ramifie, on est oblige d'imposer aux formes de la famille p-adique 
construite de contenir certains types de Buschnell et Kutsko. Pour traduire I'existence 
de ces types en termes de la ramification de p', on bute sur la difficulte suivante : il ne 



^Voir la proposition 4.1 pour plus de details 



Cast la la principale difference avec |Bell| ou Ton ne construisait qu'une deformation de p ~ Xp ' 



1 © Xp(l) ^ I'aide d'un theoreme d'augmentation du niveau. Notons ccpendant que I'on pourrait aussi 



prouver le theoreme 1.1 a I'aide de cette methode, en construisant des deformations de p qui sont 
congrues a p modulo to", a I'aide de theoremes d'augmentation du niveau modulo m". On obtiendrait 
ainsi des extensions modulo to", puis on passerait a la limite sur n. Cette methode fera I'objet d'un 
travail ulterieure, dans un cadre un peu different. 
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semble pas connu que la construction de la representation galoisienne p attachee a une 
forme automorplie pour U(3) est compatible, en chaque place, avec la correspondance 
de Langlands locale. Nous montrons comment contourner cette difficulte. Pour controler 
le comportement de p' aux places w divisant p, on utilise une forme convenable d'un 
resultat recent de Kisin. 

1.2.4. La dernier etape consiste a appliquer une vieille idee de Ribet (cf. ||Ribet|| ) : I'ex- 
istence d'une deformation de p comme ci-dessus implique I'existence d'extensions non 
triviales entre les facteurs de p. Dans le cas de Ribet, p n'avait que deux facteurs et 
Ribet montrait qu'on pouvait obtenir les extensions d'un facteur par I'autre dans les 
deux sens possibles. Mais c'est un fait incontournable (cf. ||Be-Gr|| ) que quand p a 



plus de deux facteurs irreductibles, on ne pent assurer I'existence de toutes les exten- 
sions entre ces facteurs. On obtient seulement une disjonction d'assertions d'existence. 
Autrement dit, pour montrer I'existence de I'extension cherchee, on est ramene a mon- 
trer la non-existence de certaines autres extensions, non-existence qui a une signification 
aritlimetique globale, etant aussi un cas des conjectures de Blocli-Kato. Dans |[Bell|] 
ainsi que dans la metliode decrite dans ||Sk-Ur|| (voir loc. cit. dernier paragraphe) , la 



preuve de ces cas de non-existence repose sur des resultats recents et difficiles de Rubin 
(| |Rul| |) et de Kato (p-adic Hodge theory and values of Zeta functions of modular forms, 
prepublication) respectivement. Dans cet article, le seul cas de non-existence que nous 
avons a verifier est celui d'une extension ayant bonne reduction partout du caractere 
trivial par le caractere cyclotomique, qui est une application elementaire de la theorie de 
Kummer. 

1.3. Generalisations. Tout d'abord, I'hypothese sur p dans le theoreme p..l| est inessen- 
tielle, et devrait etre supprimee lorsque les families p-adiques seront disponibles aux 
places non decomposees et en niveau sauvage (travail en cours d'un des auteurs avec 
K.Buzzard). 

La metliode que nous avons esquissee ci-dessus se prete a des generalisations aux 
groupes unitaires U(n) compact a I'infini associe a un corps quadratique imaginaire E. 
Cependant, on ne dispose pas pour I'instant pour ces groupes, si n > 4, de la construction 
d'une representation galoisienne attachee a chaque forme automorphe et verifiant les pro- 
prietes attendues en presque toute place, pas plus que Ton ne dispose des cas necessaires 
des formules de multiplicites d'Arthur (cependant des progres ont ete fait recemment 
dans le cas n = 4). Nous avons neanmoins pris garde a enoncer et a demontrer la plupart 
des lemmes que nous utilisons sous une forme generale, en vue de leur utilisation pour 
le cas de U(n). Nous comptons revenir sur ce cas dans un avenir proche. 

Enfin, il semble par contre plus delicat de generaliser cette methode au cas oil E est un 



corps CM quelconque, et non quadratique imaginaire (voir a ce propos la remarque ^ 



1.4. Plan de Particle. Indiquons brievement le contenu des differentes parties de cet 
article. Dans la partie 2, nous fixons les conventions (concernant essentiellement les 
normalisations de la theorie du corps de classes et de la correspondance de Langlands 



^On ne peut appliquer a nos formes le resultat principal de [HT] car elles n'en verifient pas I'hypothese, 
a savoir d'etre de carre integrable en au moins une place finie. 
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locales) et les principales notations que nous utiliserons. La partie 3 decrit la construction 
par Blasius et Rogawski du systeme de representations /-adiques attache aux formes 
automorphes pour U{3). Nous demontrons quelques resultats concernant la compatibilite 
de cette construction avec la correspondance de Langlands locale. La partie 4 construit 
et decrit la representation non temperee 7r(x) discutee plus haut. 

Les parties 5, 6 et 7 sont redigees dans une plus grande generalite. La partie 5 fait, 
pour GL(n), la tlieorie des differents choix possibles d'une forme propre ancienne de 
niveau iwahorique en p, attacliee a une forme non ramifiee en p. La partie 6 traite 
des raffinements des representations p-adiques cristallines, contrepartie galoisienne de 
la tlieorie precedente, et des families de telles representations raffinees. On y enonce 
en particulier, sous une forme adaptee a notre usage, un resultat recent de Kisin. La 
partie 7 contient les resultats necessaires sur les pseudo-caracteres et les representations 
galoisiennes, ainsi que la generalisation adequate du lemme de Ribet. 

Dans la partie 8 nous revenons aux groupes unitaires a trois variables, et construisons 
des families p-adiques passant par 7r(x). Enfin, la partie 9 montre le theoreme principal. 

Les auteurs0 sont heureux de remercier Laurent Berger, Pierre Colmez, Laurent Clozel, 
Michael Harris, Guy Henniart et Eric Urban pour de nombreuses et utiles conversations durant 
la realisation de cet article. 

2. Notations et conventions 

2.1. Corps et groupes de Galois. Dans tout cet article, on note E G C une corps 
quadratique imaginaire, E la cloture algebrique de E dans C, A^; I'anneau des adeles 
de E, We et Gal{E/E) les groupes de Weil et de Galois de E sur E. Pour v place de 
E on notera un sous-groupe de decomposition de Gal{E/E) en v, J„ le sous-groupe 
d'inertie de D^, et Frob„ G un Frobenius geometrique. On note r G Gal(_E'/Q) la 
conjugaison complexe, = 1. 

2.2. Anti-auto-duale. Soit p une representation de We on de Gal{E/E) dans GLn{A), 
oil A est un anneau commutatif. On notera la representation definie par 

2.3. Representations algebriques. Soit w = {ki > ■ ■ ■ > kn) G Z"', on note 

la representation algebrique de GL„/Q de plus haut poids w relativement au Borel 
superieur de GL„. C'est I'unique representation algebrique irreductible de GL„/Q telle 
que le tore diagonal de GL„ agissent sur la droite stable par le Borel superieur par 
diag(a;i, ■■■ ,Xn) ^ IYi=i ^i'- ^o^e 

Z"'+:={(fci,...,fc„)GZ",A;i>... >fc„} 

Z"'~ := {(fci, kn) G Z", ki<k2< ... < kn} 

^Durant la redaction de cet article I'un des auteurs (Joel Bellaiche) a beneficie de I'aide du Bell fund 
et du EUcntuck Fund 
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Si w = {ki, kn) G Z", on pose 

-w = {-kn, -ki) E Z" et S{w) = Mi<j/(A;i - ki+i) E Z 

Si w e Z""'"*", —w E Z"''^ et E N. Le dual de Vw est alors Si F est un corps de 
caracteristique 0, on notera V^^F) la representation de GL„/F extension des scalaires a 
F de V^. 



2.4. Correspondance de Langlands locale. Nous precisons dans ce paragraphe les 
conventions clioisies pour fixer Fisomorphisme de reciprocite de la theorie du corps de 
classes ainsi que la correspondance de Langlands locale pour GL„. Soit F un corps de 
nombres, on normalise I'isomorpliisme d'Artin de la theorie du corps de classes globale 



reCiT : A*p/F*{F ®q M)o.* Gal(F/F)'^'' 

en demandant qu'il envoie toute uniformisante locale vr^ en une place finie v sur le 
Frobenius geometrique de D^/I^, avec I'abus de langage evident. Pour toute place v de 
F, on dispose alors par restriction de rec^, d'un isomorphisme du corps de classes local 



ab 



compatible a I'isomorpliisme global. 

Supposons maintenant que F est un corps local non archimedien. On choisit la normal- 
isation d la Langlands pour la correspondance de Langlands locale pour GL„(F), notee 



L (voir par exemple [HT] p. 2). Ainsi, pour vr une representation irreductible lisse de 
GL„(F), L{ii) est une representation complexe $-semisimple de dimension n du groupe 
de Weil-Deligne WDp (cf. ||Tate| , 4.1]). Pour n = 1, n est un caractere de GLi(F) = F* 



et L{tt) est le caractere de Wp qui s'en deduit via I'isomorpliisme recp^ ci-dessus. Par 
exemple, L envoie le quotient de Langlands de I'induite parabolique attachee a deux 
representations lisses irreductible tti et 112 sur la somme directe i^(vri) © L(vr2). 

Soit / un nombre premier, on fixe : C ^ un isomorphisme de corps. Pour vr 
une representation lisse irreductible de GL„(F), F un corps local non archimedien, on 
pent voir L(7r), par transport de structure via ti comme une representation sur Q; en 
fait definie sur une extension finie de Q^, et on pent done lui associer une representation 



notee i^/(vr) du groupe de Weil ordinaire Wp sur Q/, comme en |P?ate|, 4.2.1]. 



2.5. Caracteres de Hecke. Soit x '■ E*\A*^ — > C* un caractere de Hecke de E, pour 
toute place f de on note Xv la restriction de x a -E* et x/ sa restriction aux ideles 
finies A^^. On identifie E M a C via I'inclusion E G C On suppose dans ce qui suit 
que X 6st algebrique, i.e Xoo(^) = -^"^^ avec a,b E Z, et on fixe encore / et li comme 
dans la section precedente en supposant de plus / = V1V2 totalement decompose dans E, 
Vi etant la place definie par E C C Qi. A {x: on pent alors associer un caractere 
continu E*\A*j- ^ — > Q; defini par la formule : 
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Par composition avec rec^;, on en deduit un caractere Z-adique de Gsi\{E/E) que nous 
noterons xi P^-s confondre avec une composante locale de Xy niais c'est sans am- 

bigui'te). 



2.6. Poids de Hodge. Dans ce paragraphe, p est un nombre premier fixe, designe 
le Gal(Qp/Qp) -module des racines p"-iemes de I'unite de Q^. On note u le caractere 
cyclotomique Gal(Q„/Qp) — > Endz„( lim /i„n) = Z* On note Qp(l) le Q„-espace vec- 

toriel de dimension 1 muni d'une action de Gal(Qp/Qp) par le caractere cyclotomique. 
Notre convention est que cette representation est de Hodge- Tate de poids de Hodge —1 



(cf. ||Senl|] ). Si n e Z, on note Qp{n) := Qp(l)®"', et si V est un Qp-espace vectoriel 
representation de Gal(Qp/Qp), V{n) := V <^q^ Qp{n). 

Si F est un corps local et V un F-espace vectoriel de dimension finie qui est une 
representation continue de Gal(Qp/Qp), nous noterons Dcris{V) := {V®Q^Bcris)'^''^^^p^^''^ 
(cf. Wo^ §2.3, 3.1). II herite de -Bcris d'un endomorphisme i^'-lineaire ip, le Frobenius 



cristallin, et lorsque nous parlerons des valeurs propres de ce dernier, ce sera toujours vu 
comme i^-endomorphisme. On rappelle que V est dite cristalline sur dimK Dcris{V) = 
dimx(V") (cf. ||l:'b2|| 5.4). On parlera parfois, par abus, du Frobenius cristallin de V pour 
celui de DcrisiV). 



2.7. Geometrie rigide. Si X/F est un affinoide sur un corps local F, on notera A{X) 
la F-algebre affinoide de X. Si X est reduit, la norme sup. sur X fait de A{X) une 
F-algebre de Banach commutative. On notera A{X)^ les elements de A{X) de norme 
< 1. A*^ designe I'espace affine rigide analytique de dimension n sur Qp. 



3. Rappel sur la classification de Rogawski 
3.1. Les groupes unitaires consideres. Soit / la forme hermitienne sur E^ de matrice 

-1 

1 



Comme Rogawski ( ||Rogl|| p. 66,67), on note U(2, 1) le groupe unitaire sur Z defini par 
cette forme, il est quasi-deploye. On fixe U(3) une forme interieure de U(2, 1) compacte 
a I'infini, inchangee aux places finies ( ||Clo| , lemme 2.1]). 



3.2. Classification de Rogawski. 



3.2.1. Suivant Rogawski, et comme predit par les conjectures d'Arthur, les representations 
automorphes discretes des groupes U(2, 1) et U(3) sont regroupees en A-paquets de 5 
types ( |[Rogl| , 2.9]). Chaque A-paquet H possede un cliangement de base he qui est une 



representation automorphe de GL^/E ( [[Rogl| , 2.8]). 
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3.2.2. Etant donne un nombre premier / et un isomorphisme de corps ti : C ^ Q;, on 
peut associer grace au travaux de Rogawski a un A-paquet 11 de U(3) (resp. de U(2, 1) s'il 
est cohomologique a I'infini) une representation Z-adique continue, semi-simple, decoupee 
dans la cohomologie Z-adique des surfaces de Picard : 

p^n) : Ga\(E/E) ^ GLM), 

caracterisee par la propriete suivante, pour toute place finie w de E : 

(3) Si w ne divise pas ldisc{E) et si (Tr^;)^, est non ramifiee, pi(ir)\D^ — Li{{tte)w) 

Autrement dit pi est non ramifiee en w, et le polynome caracteristique d'un Frobenius 
geometrique Frob^ est egal a celui de la matrice de Hecke de (vr^;)^. En consequence, 
pi ~ p/-. Lorsque 11 est sous-entendu, on notera pi pour piijl). Bien que le choix de li 
n'est pas apparent dans la notation pi, il sera toujours sous-entendu. 

3.2.3. Nous nommons et decrivons ci-dessous les 5 types de A-paquets, ainsi que les 
proprietes des representations galoisiennes associees quand elles existent. Quand le A- 
parametre a et le L-parametre du changement de base vr^; du paquet considere ont un 
sens non conjectural (i.e. se factorise par le quotient We x SL2{C) du groupe conjectural 
Le x SL2{C)), nous les donnons. 

L'existence de pi satisfaisant ^ resulte, dans les cas non triviaux, du theoreme 1.9.1 
de ||Bla-RogT| , mais le lecteur prendra garde que la definition de pi que nous prenons 



(motivee par la verification de |^ § p.2.2|) ne coincide pas avec la representation appelee pi 
loc. cit., que nous noterons pi rog ci-dessous (qui d'ailleurs n'est pas toujours de dimension 
3). 



Cas stable tempere ; l'existence de pi resulte de |[Bla-Rogli theoreme 1.9.1 (a)]. 
Notre pi est pz,rog(l) avec les notations de loc. cit. La representation pi est 
irreductibleQ et satisfait pi ~ p^. 



- Cas endoscopique tempere de type (2, 1) ; l'existence de pi resulte de ||Bla-Rogl 
theoreme 1.9.1 (b)] (on definit pi comme pi^rogiX) ®Xi^ ®XiiX) avec les notations 
de loc. cit.). 

On a Pi ^ T; © Xh avec ti irreductible de dimension 2, ti ~ t^, xi = xt- 

- Cas endoscopique tempere de type (1, 1, 1) ; le A-parametre a est trivial sur fac- 
teur S'L2(C), et Ton a 

ipi '■ We — > C* verifiant ipi = Les A-paquets de ce type sont cohomologiques 
quand les caracteres de Hecke ipi sont algebriques, on definit pi par {1^2)1® 
{^3)1 



^Nous ne nous servirons pas de ce fait. Voir la remarque suivant la proposition 9.1 
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- Cas endoscopique non tempere ; le A-parametre a verifie 
\/w G We, a{w) = il){w) 
ou X et sont des caracteres de Hecke de E verifiant X = X"*"; = et 



0|SL2(C) 



a P 
7 6 




Nous noterons le A-paquets correspondant Il{x, '4')- Le L-parametre <^ verifie done 

\/w e We, (p{w) = ^p{w) 

et Ton pose, si xl l^^"^ et ip sont algebriques, auquel cas est cohomologique a 
I'infini 

Nous analyserons les A-paquets de ce type de maniere beaucoup plus detaillee 
dans la section suivante. 

Cas stable non tempere ; le A-parametre a verifie 



X[w) 

\/w G We, a{w) = I xi'u^) 



X{w) 



oil X est un caractere de Hecke de E verifiant x = X"*" et a|sL2(c) est la representation 
irreductible de dimension 3. On a done pour L-parametre 

/ xH\.\-' 

(f){w) = xiw) 

oil X — X"*"- Les y4-paquets correspondants sont des singletons, composes des 
representations automorphes de dimension 1. 

3.3. Proprietes de pi. On conjecture naturellement que la construction 11 i— > p; est 
compatible avec la correspondance de Langlands locale. Plus precisement, on s'attend a 
ce que I'enonce suivant soit verifie : 

(COMP) Si n est un A-paquet, de changement de base tte, alors pour tout I, et pour 
toute place finie v de E ne divisant pas I, la Frohenius-semi-simplifie de la representation 
galoisienne {pi)\D^ Gst isomorphe a Li{{-nE)v)- 

II est vrai pour les places finies v ne divisant pas disc(£')cond(xo), (c'est la propriete ^ 
§ p.2.2| ). De plus, on pourrait montrer qu'il est vrai pour tout v si tie est de carre integrable 
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a au moins une place finie, en utilisant |PT| , theoreme ]. Malheureusement cette hypothese 
ne sera jamais verifiee dans les cas que nous aurons a traiter. 

Nous allons demontrer dans ce qui suit les cas particuliers de (COMP) dont nous aurons 
besoin. La propriete suivante est une extension de la propriete |^ aux places divisant 
disc(i?). II sera utile de nous placer dans un contexte un peu plus general : Soit F un 
corps totalement reel, U(3)/F le groupe unitaire a trois variables associe a I'extension 
EF/F, compact a toutes les places a I'infini. Pour 11 un 74-paquet de U(3)/-F, les travaux 
de Rogawski definissent encore, tout comme dans le cas F = Q, un cliangement de base 
TiEF a GL^/EF, et des representations galoisiennes pi de Gal(Q/-E'F), verifiant I'analogue 

de i§i;^. 



Proposition 3.1. Si U est un A-paquet de U{3)f, de changement de base ttef, alors 
pour tout I, et pour toute place finie v de EF ne divisant pas I oil ttef e.st non ramifiee, 
Pi\D^ est non ramifiee. 

Preuve : Soit v une place finie de EF ne divisant pas / et telle que {nEF)v est non 
ramifiee, on veut montrer que pi est non ramifiee en v. On note w la place de F que 
divise v. Montrons d'abord le resultat si w ne divise pas le discriminant relatif de EF/F. 

Soit G'p designe la forme interieure de \J{3)f quasi-deployee a toutes les places finies 
de F et a une seule place infinie, par ||Rogl| , theoreme 2.6.1], le A-paquet 11 se transfere en 



un y4-paquet 11' cohomologique du groupe G'p. pi est alors construite dans la cohomologie 
de la variete de Shimura associe a G'p, sans structure de niveau en w. Or cette variete de 
Shimura a bonne reduction en v quand v est non ramifie dans EF/ F : cela resulte d'un 
simple calcul de deformation du problemes de modules dont cette variete de Shimura est 
I'espace de module, comme celui fait en Pell| , proposition 1.2.1.5]. Cela conclut. 



On suppose done que v divise le discriminant de EF/F, en particulier v divise un 
premier p G Z ramifie dans E, p ^ I. Soit F' un corps quadratique reel ramifie en p 
et tel que EF'/F' est decompose en I'unique place de F' au-dessus de p. II est aise de 
voir qu'un tel corps existe toujours. Par exemple si p 2, E = Q{y/pD) avec —D G N 
sans facteur carre, alors il existe G N premier a p et sans facteur carre tel que DD' 
est un carre modulo p, F' = Q{y/pD') convient. Alors EF ne contient pas F', FF' est 
totalement reel et ramifie au dessus de w, en une place que I'on note w' , et EFF' / FF' 
est alors decompose au dessus de w' . 

Notons tteff' le changement de base, a la Arthur-Clozel ( | |AC] ] , theoreme 4.2, chapitre 
3) de tief a GL^eff'- La representation heff' satisfait i^pppi — t^eff'i ear c'est deja 
le cas de ■nEF- D'apres Rogawski ( [prloglivr^, page xi]) elle descend done en un A-paquet 



Hff' du groupe unitaire a trois variables quasi-deploye U(2, 1)ff' sur FF' , et meme a 
Xi^VjFF'- Mais s'il on suit les constructions precedentes, un groupe de decomposition en 
V de Gal(Q/-EF) s'identifie a un groupe de decomposition en w' de Gal(Q/i?FF'), et 
7^ EFF' est toujours non ramifiee en w'. On applique alors le premier paragraphe a FF' 
et Hff', ce qui conclut. □ 

Proposition 3.2. Soit U un A-paquet de U{3), I un nomhre premier, v une place finie 
de E ne divisant pas I, telle que L[['Ke)v) = 0i © 02 © 03; oil les 0i sont des caracteres 
continus E* —>■ C*. Soit I' := reCy{Ker{{(f)i © 02 © 03)|cij; )), alors pi{I') = 1. 
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Preuve : Soit p G Z premier au dessous de f , considerons rextension abelienne finie de 
definie par 

Supposons que Ton sache trouver un corps de nombres -F/Q ayant les proprietes suiv- 
antes : 

i. F est totalement reel, 

ii. F est construit a partir de Q et d'extensions abeliennes successives, 

iii EF admet une place w divisant v telle que [EF^^j E^ soit isomorphe a MjE^. 

Soit TiEF le changement de base a EF de vr^; ( [|AQ , theoreme 4.2 et 5.1], applicable 
par ii.), par compatibilite du changement de base global au changement de base local 
applique a I'extension {EF)^/ E^, on a que {'Kef)w est non ramifiee (utilisant iii.). Si lip 
est le A-paquet de 11(3)^7 changement de base a F de II par le changement de base de 
Rogawski, son changement de base a E est hef par multiplicite 1 forte dans le spectre 
discret de GL(3). La proposition conclut. 

II reste a trouver un tel corps de nombres F. Fixons -fT/Q un corps quadratique reel 
ayant une place v' divisant p tel que K^i E^. D'apres Artin-Tate ( ||A'1'| , theoreme 5, 
page 103]), on pent trouver une extension abelienne finie F de totalement reelle, et 
ayant une place v" divisant v' telle que F^n jK^i soit isomorphe a M/E^. EF ~ E ®q F 
est alors decompose au dessus de F^u^ le choix d'une place w de EF au dessus de v" 
satisfait done iii, ce qui conclut. □ 

Proposition 3.3. Soit I un nombre premier decompose dans E, li comme plus haut, II 
un A-paquet pour f/(3) de changement de base tie, Vi une place de E divisant I telle que 
{tte)v est non ramifiee, alors : 

(1) (p;(n))|£i^ est cristalline en v. 

(2) Le polynome caracteristique du Frobenius cristallin de (p;(n))|£)^ est I'image par 
Li de L{{TTE)v){Eroby) , Frob^ etant un Frobenius geometrique de Wp^, 

(3) Si le L-parametre de Uoo a sa restriction a Wc = C* de la forme [zjzY^ © 
(z/^)"2 [zjzY''^ avec (01,02,03) G Z^, oi > 02 > 03, les poids de Hodge-Tate 
de (p;(n))|£)^ sont les ai si v est la place de E induite par E C C Qi, les —ai 
sinon. 

Preuve : La proposition est immediate si le L-parametre de II est somme de trois 
caracteres, il ne reste done qu'a traiter les cas oil II est stable tempere ou endoscopique 
tempere de type (2, 1) (cf. §|3.2|). Nous nous placerons par exemple dans le premier cas, 
le second se traitant de maniere identique. 

Soit F un corps quadratique reel decompose au dessus de /, 11^7^ le changement de 
base a F du A-paquet II ( ||Rogl|| 2.6.1), d'apres ||Roglivr4 page xi] 11^7^ descend en un A- 



paquet cohomologique du groupe H/ F suivant : H/ F est une forme interieure du groupe 
quasi-deploye sur U(2, 1)/F, non quasi-deployee uniquement a I'une des deux places 
infinies. Supposons done que Up est stable tempere, on pent choisir une representation 
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non ramifiee en /, disons vr, dans ce A-paquet. Par |[Rogl|| §4.3, pi(7r)(— 1) apparait dans la 



cohomologie /-adique d'un schema abelien A sur une certaine surface de Picard Xu/Oef, 
cette derniere etant projective sur Oef par I'liypothese sur H, et lisse sur 0(^ef)v car on 
pent la choisir un niveau U qui soit maximal liyperspecial en v par notre hypothese sur 
V. L' assertion 1 resulte alors de [[Fa2| . 

II est bien connu qu'alors la propriete 2 decoule de la construction de motivique de 
P;(n)(— 1) ( |[Rogl|| §4.3) et d'un theoreme de Katz-Messing ( |[KMe| , theoreme 2.2]), com- 
bines a § p.2.2| et au changement de base lisse en cohomologie /-adique. De meme, la 
propriete 3 decoule d'un theoreme de G.Faltings ([ [b'al| |). □. 



4. Representation non temperee attaches a un caractere de Hecke 

4.1. Hypotheses sur le caractere de Hecke. Soit xo caractere de Hecke de E, 
verifiant 

Xoizz) = l,\/z E A^, et Xo,oo(-2oo) = -2^ / 1 -^oo I , k est un entier impair positif 

Par la premiere hypothese, sa fonction L complete L{xo, s) a pour equation fonction- 
nelle ( [[liie| 3.6.8 et 3.6.1) 

Hxo, s) = e{xo, s)L{xo, 1 - s), e{xo, 1/2) = ±1 

On utihsera de plus le caractere algebrique x '■= XoM^^^, dont on note Xv la composante 
locale en une place v de E. On a X"*" = xM~\ st si oo designe E C C, Xoo{z) = 
2;(fc+i)/2^(i-fc)/2_ notera cond(xo) le conducteur de xo, qui est aussi celui de X; et 
disc(£J) le discriminant de E. 

Dans les sous-parties qui suivent, nous decrivons, suivant Rogawski, les composantes 
locales du A-paquet endoscopique non tempere n(x, 1). 

4.2. Composantes locales en p decompose. 



4.2.1. Soit p = V1V2 est un nombre premier decompose dans E, la donnee des Vi nous 
fournit un isomorphisme U(3)(Qp) GL^i^E^.) = GL3(Qp). II faut noter que ces deux 
isomorphismes different d'un automorphisme exterieur de GL3(Qp). Fixons celui avec vi 
par exemple. 

4.2.2. Soit P = MN le parabolique standard de U(3)(Qp) = GL3(Qp) de type (2, 1), 
considerons le caractere complexe lisse Ap de M = GL2(Qp) x GLi(Qp) defini par 
Xp{x,y) = xo,vi{(iet{x)) . L'induite parabolique normalisee de Ap est irreductible ( ||Rog2 
p. 196), on la note T^pixo)- 



4.2.3. Si X est non ramifie en p (decompose), Hp{xo) est non ramifiee, et a done un 
vecteur fixe par n'importe quel compact maximal. On en choisit un, note Kp, egal a 
U(3)(Zp) pour p assez grand ([0, 3.9.1]). 



4.3. Composantes locales en p inerte on ramifiee. 
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4.3.1. Suivant Rogawski ( |P^og2|| p. 396), definissons pour p un nombre premier inerte ou 
ramifie dans F, une representation lisse irreductible vrp(xo) de U(2,l)(Qp) = U(3)(Qp) 
de la maniere suivante : 

On voit xo,p comme caractere du tore diagonal de U(3)(Qp) par : 



a 



P ^ Xo,p(tt) 



a-' 



L'induite parabolique normalisee de Xp ^ deux facteurs de Jordan-Holder, dont I'un est 
non tempere, on le note i^pixo) ( [[Roglivre ] p. 173, [KE] p. 126) 



4.3.2. Si p est inerte et x ^lo^i ramifie en p, vr^ (xq) est non ramifiee et a done un vecteur 
fixe par n'importe quel compact maximal hyperspecial. La encore, on en choisit un Kp, 
que Ton prend egal a U(3)(Zp) quand on le pent (pour presque tout p, cf. JTil, 3.9.1]) 



4.3.3. Si p est ramifie, le group e U(3)(Qp) est un group e unit aire ramifie et n'a done 
pas de compact maximal hyperspecial, mais I'une des deux classes de conjugaison de 
compacts maximaux est tres speciale au sens de [O, page 88]. Si x est non ramifie en 



p, la representation 7rp{xo) admet un vecteur fixe par n'importe quel compact maximal 
tres special d'apres [pa] , prop 3.6.2]. On en choisit un que Ton note Kp. 



4.4. Composantes locales a I'infini. Tout L-parametre "relevant" de U(3)(M) a sa 
restriction a Wc = C* de la forme : 

Si ki > k2 > k^, E Z^, On note vti^qoI^i, ^2, ^3) la representation de U(3)(R) sur 
VkiMMiQ deduite de I'inclusion U(3)(M) C U(3)(C) ~ GL3(C) donnee par E C 
C. Son L-parametre a pour changement de base a C* le morphisme plus haut avec 
(ai, 02, as) := (fci + 1, k2, ^2 - 1) ( l|Rogl|| §3.1). 



4.5. Existence de 7r(xo)- 

Proposition 4.1. Supposons que k > 1, et que elxo,!/^) = —1, alors il existe une 
unique representation automorphe vr(xo) U{?>) dont le changement de base a E a pour 
L-parametre le morphisme We —>■ GL^{C) defini par 



Xo\ 



-1/2 

1 

11/2 



Xol-I 



et telle que 

- Pour toute place v,7!'{xo)v = T^vixo), 

- vr(xo)oo = 7ri,oo(^,^,l). 
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Preuve : D'apres ||Rog2|| , page 397, le A-paquet n(x, 1) existe pour U(3), car k > 1. 



D'apres |[Rog2|| , page 395 et 396, les A-paquets locaux correspondants sont les singletons 



{■^p(Xo)} quand p est decompose (cf. [4.2. 2|) et des paires {tt" (xo), 7i"p(xo)} quand p est 



inerte ou ramifie (ou vr^ a ete definie en |4.3.1|) . Enfin, d'apres ||Rog2|] page 397, le A-paquet 

2 ' 2 



local a rinfini est un singleton {7r(xo)oo} avec 7r(xo)oo := 00(^2^5 ^y', 1 



Considerons la representation de U(3)(A) : 



<Xo) = ( 09 <(Xo))®7r(xo)oo. 

p premier 

D'apres [[Rog2|| , theoreme 1.2, la multiplicite de vr dans le spectre automorphe de U(3) est 
^1 + e{xo: 1)^)/2, oil N, defini dans [[Roglivre|| page 243, est le nombre de places 



a I'infini de Q 011 U(3) est compact; on a done = 1, et la multiplicite de ^{xo) est 
done 1. □ 

4.6. Types. 

Proposition 4.2. Pourp un nombre premier divisant disc{xo), existe un groupe Kj = 
Kj{p) de ^(3)(Qp), et une representation irreductible J = J{p) de Kj tels que 

HomKA-J, KiXo) ® (Xo ' o det)) ^ 0. 

- Pour toute representation lisse irreductible n de ^(3)(Qp) verifiant HomKj{J,7i) 7^ 
0, pour toute place v de E au-dessus de p, notant le changement de base de 
71 a Ey, il existe trois caracteres lisses non ramifies (pi, 02, 03 : Ey* C* , tels 
que 

L{nE,v) = 01 ©02 ®03Xo^- 

En particulier, si I ^ p, I' := ker(x;)|/^, et si it est la composante en p d'une 
representation automorphe irreductible vr' de U{3), alors pi{tt'){I') = 1. 

Preuve : Supposons d'abord que p = V1V2 est decompose dans E. On note G = 



GL3(Qp) = U(3)(Qp) (I'isomorphisme dependant de la place fi, comme en |4.2.1|) , P le 
parabolique standard de type (2, 1), M = GL2(Qp) x GLi(Qp) son Levi (comme en [4.2.2| ), 
N son radical unipotent, Xo = Xo,vi et m la p- valuation du conducteur de Xo- 

Notons Kj le sous-groupe de G des matrices dont la reduction modulo p"^ est de la 
forme 

* * * 

* * * 
y 

et notons J le caractere complexe lisse de ce groupe qui a une matrice comme ci-dessus 
associe Xoiv)'^- 

Par definition (cf. [j:.2.2| pour la definition de Ap), vr^ (xo)®Xo ^°det est la representation 
de G sur I'espace 

V:={f: G^C, f lisse, V6 G P, G G, f{hg) = \{h)5f {h)xo\^^m) f id)} 
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donnee par [g.f){x) = f{xg). Definissons f : G ^ C par 

fibk) = X,ib)6y\b)xo\detib))xoik) Wb e P, k e Kj, 
fig) = ygeG\PKj 

On verifie aisement que / est bien definie, et qu'elle definit un element non nul de 
RomKj{J,np{Xo) ® iXo^ o det)). 

Inversement, soit vr une representation lisse irreductible de G, et supposons que 

B.omKj{J, tt) 7^ 0. 

Notons Bj C Kj Tensemble des matrices de Kj qui sont triangulaires superieures 
modulo p. On a alors BjHM = B x GLi(Qp) ou B est le sous-groupe d'lwahori standard 
(constitue des matrices triangulaires superieures modulo p) de GL2(Qp). La restriction 
de J k BjHM etant simplement le caractere Xo^ sur le second facteur GLi(Qp), le couple 
{Bj n M, J\BjnM) est un s^-type de Bj, ou Sm G B{M) (le spectre de Bernstein de M, 
cf. [Pus| , page 772]) est la classe d'equivalence inertielle de (T, Xq^), T designe le tore 
maximal standard de GL3(Qp) et Xo^ le caractere de T envoyant diag(x, y, z) sur Xo^{.z). 

II resulte immediatement de la definition de recouvrement (cover) ( Pus-KutT| , 8.1]) que 
{Bj, J\Bj) est un G-recouvrement de (i^jflM, J\BjnM)- Le coroUaire Pus-Kutl| , 8.4] (ou 
bien Pus-Kut"2| , page 55]) assure alors que {Bj, J\Bj) est un s-type pour G, oii s G B{G) 



est la classe d'equivalence inertielle de (T, Xo^)- Comme tt contient {Kj, J), elle contient 
aussi {Bj,J), est son support cuspidale est done de la forme (0i, 02, Xo ^^s), oil les (pi 
sont des caracteres lisses non ramifies de Q*. Autrement dit, d'apres les proprietes de la 
correspondance de Langlands locale, L{Tr) a pour semi-simplification (pi (B (p2 ® Xo ^03- 
Nous voulons maintenant montrer que L{7i) est semi-simple. Comme Xo ^03 est ramifie, 
mais pas (pi et 02, on pent en tons cas ecrire L(7r) = r © Xo ""^03, oii r'^^ = Xi © X2, et nous 
voulons montrer que r est semi-simple. 

D'apres ce qui precede et les proprietes de L, il existe une representation lisse irreductible 
{p,W) de GL2(Qp) de support cuspidal (0i,02) telle que 

vr ^ Indp(p® (03Xo^)), L{p) = r 

oh p (03Xo^^) designe la representation du parabolique standard sur W qui a {x,y) G 
GL2(Qp) X GLi(Qp) = M associe (p3{y)xo{y)^^p{x) G End(iy). L'espace de cette induite 
est I'ensemble des fonctions f : G ^ W, lisses, verifiant Vm = {x,y) G GL2(Qp) x 
GLi(Qp) = M, Vu G N, \/g G G, 

(4) f{mug) = 5^p'^{m)xQ^{y)h{y)p{x)f{g)- 

Comme Homi<-j( J, tt) 7^ 0, il existe une fonction non nuUe / : G ^ W dans l'espace de 
Indp(p ® (03Xo ^)) qui verifie 

(5) {k.f){g) = f{gk) = f{g)Mk) = f{g)xo{k)-\ 
Choisissons v = f{g) & W non nul. Combinant les equations |^ et ^, il vient 

Vx G GL2(Zp), p(x)f = V. 
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La representation p est done non ramifiee si bien que r = L(p) est semi-simple, et 
finalement L{tx) = 0i © 02 © 03Xo ^• 

Le "en particulier" decoule alors de la proposition ^]2] 

Le cas oil p est inerte ou ramifie dans E est plus simple, grace aux travaux de L.Blasko 
( fBla^l ) : T^pixo) appartient a la serie principale, et son type defini en pia4 partie 7, 
page 181] fait I'affaire. □ 

5. /-INVARIANTS ET ALGEBRE D' AtKIN-LEHNER 

5.1. Notations. 

5.1.1. Dans toute cette section, p est un nombre premier fixe. T designe le tore diagonale 
de G := GL„(Qp), B son Borel superieur, K := GL„(Zp), W &n <Z K , I (Z K \e sous- 
groupe d'lwahori compose des elements triangulaires superieurs modulo p, A le sous- 
groupe de T des elements a coefficients dans p^, A"^ le sous-monoide de A des elements 
de la forme diag(p'^^, ■ ■ ■ avec ai < ■ ■ ■ < a„ G Z. Si X est un groupe topologique 
localement compact, 5x designe le caractere module de X. 

5.1.2. Si U est un sous-groupe compact ouvert de G, I'algebre de Hecke de G rela- 
tivement a f/, C°°{U\G/U), est I'algebre de convolution des fonctions complexes lisses 
a support compact sur G invariantes a droite et a gauche par U. Si g & G, on note 
[UglJ] e C°°{U\G/U) la fonction caracteristique de de UgU C G, on prend la convention 
que [UY = [U]. C°°{I\G/ 1) est I'algebre de Hecke-Iwahori, on note A{p) son sous-anneau 
de engendre 1^[l/p] et les fonctions caracteristiques [lul], u G A+. II est connu (par ex- 
emple |[Rog3|| §1) que A{p) est commutative, et que pour chaque u^u' G A+, [lul] est 



inversible dans A{p)^ [IuI\[Iu' I\ = [luu'I] et lulu' I = luu'I. On pose 



Ui := diag(l, . . . ,l,p, . . . ,p) G A+, oil p apparait i fois, < i < n 
5.2. /-invariants des representations non ramifiees. 

5.2.1. Soit ip = {ipi, ...,ipn) '■ (Qp)" ~^ C* un caractere lisse et non ramifie, X{ip) la 
representation complexe lisse irreductible non ramifiee de G de L-parametre valant sur 
le Frobenius geometrique : 



^i(p) 

Voyant comme un caractere complexe lisse de B trivial sur les unipotents superieurs, 
on pose 

IndnW := {/ : G C, lisses, /(bg) = 5]l\h)i,{h) f {g) V6 G B} 

vue comme representation lisse de G par translation a droite les fonctions. On salt alors 
que X{%Ij) est I'unique sous-quotient irreductible non ramifie de lnds('0). Le caractere de 
I'algebre de Hecke non-ramifiee de G sur la droite des /^-invariants de X{'il)) (ou encore 
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de Inds ('?/'), ce qui est la meme chose) est bien connu : si tp^i est la valeur propre de 
I'operateur de Hecke Tp j := det(uj)| comme plus haut, on a 

n n 

n(i - i'^{p)T) = 5^(-i)y(^-^)/^t,,r 

1=0 1=0 

5.2.2. Nous allons commencer par decrire la representation de A{p) sur les /-invariants 
de Indfi ('?/')• On verra les caracteres de T par restriction comme des caracteres de A"^, 
puis de A{p). Pour tout caractere 6* : T ^ C*, a G W , on dispose d'un caractere 6'^ 
defini par e''{t) = e^a^Ha) ; ainsi {ipi, ipnY = (V'f7(i), 'ipa(n))- 



Lemme 5.1. (^[|(Jhe| 4-8-4) La semi- simplification de IndB{ipy comme A{p)-module est 



Remarques : Le calcul ci-dessus et la formule pour le polynome de Hecke de X montrent 

1 /2 

que si 0" G W ^ 'ip'^{Ui) (noter la disparition du 5^ ) est un produit de i valeurs propres 
"distinctes" du Frobenius geometrique dans la representation de Wq^ attachee a X par 
la correspondance de Langlands locale non ramifiee. 

En particulier, supposons hidBijP) irreductible, alors IndB('?/') = X{ip), (Wmci.^ijPY) = 
n\ et Faction de A{p) sur les /-invariants de X est calculee par le lemme. Ceci se produit 
en particulier quand ip est essentiellement temperee (i.e independant de i, [0 4.2) 

mais pas pour la representation vr^ (xo) introduite en § |4.2.2| {p decompose dans E et ne 
divisant pas cond(xo))- Pour traiter ce cas la, nous aurons besoin du resultat general 
suivant, impliquant par ailleurs le lemme precedent. 

5.2.3. Soit P = MN G B nn parabolique de Levi M, ip : M C* nn caractere non 
ramifie, Indp (■?/') I'induite parabolique lisse normalisee : 

Indp(^) := {/ : G ^ C, lisses, f{pg) = S'J\p)i:{p)f{g) Vp G B} 

Soit Wp G W le sous-groupe de Coxeter correspondant k P C G, pour cliaque a E W 
on clioisit I'unique element dans Wp.a de longueur minimale ( |pum|] prop. 1.10 c)), et on 



note W{P) I'ensemble des representants de Wp\W obtenu. On pose z := 6p/6b = SpnM- 
Lemme 5.2. La semi- simplification de Indp{ilj)^ comme A{p)-module est 

Remarques : Le lemme montre que I'unique sous-quotient non ramifie de Indp (■?/') est 
isomorphe a X{il).z^/'^). Si Indp('?/') est irreductible (voir |Z| 3.2,4.2), il coincide done avec 
X(?/'.z-^/^) dans ce cas. 

Preuve : On pose X' = lndp{ip)^ , c'est un module sous I'algebre de Hecke-Iwahori 
de G, en particulier sous A{p). La decomposition de Bruhat-Iwaliori G = Y[aew{P) 

Pal 

montre que dimc(X') = |Vr|/|Wp|. On considere la C-base de X' suivante : si a G W{P), 
Ca est I'element de X' nul liors de Per / et tel que eo-(o") = 1. eo-(cr') = ou 1 selon que 
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cr' G Wp.a ou non . Si a' G W, on commence par calculer [Ia'I]{ei). La decomposition de 
Bruhat-Iwahori, ainsi que la multiplication des cellules, montre que {Icr'I) fl {cr^^PI) = 
a moins que a G Wpa'~^. En particulier, [Ia'I]{ei) = a^ie^,-i oii a^i G C* (car [/cr'J] est 
inversible dans I'algebre de Hecke-Iwahori). 

La decomposition de Bruhat-Iwahori montre que si m G A+, {lul) fl a^^PI est vide a 
moins que a G Wp, ce qui implique que Ci est propre sous Taction de A{p), de caractere 
[lul] ^ {6^/'^ij){u)\{IuI n PI)/I\. Quand Ui = u, on pent calculer \{IuI n PI)/I\ = 
I (J" n PI)/{I'' n /)|, /'^ := m-^/m, on verifie qu'il vaut z^/^{u). 

Par les relations de Bernstein ( |[Rog3|| §1, §5), on en deduit que si Ton ordonne la 



base des Co-, a G W{P), par ordre croissant avec la longueur de a, Taction de A{p) 
est triangulaire superieure. Toujours par les relations de Bernstein, on trouve alors les 
caracteres de Tenonce (voir par exemple ||Che|| §4.8.4 pour des details supplementaires). 



□ 



5.2.4. L'exemple qui nous interesse est le cas de la representation non ramifiee X^ip) : = 
TTp (xo) definie en |4.2.2| , vr^ (xo) est Tinduite du parabolique standard P de type (2, 1) du 



caractere Xo(det(.)) x I. On trouve W{P) = {1, (3,2), (3,2, 1)}. Si a G W{P), le triplet 
{ip''{ui),'ip'^{u2/ui),4''^{us/u2)) associe a a est alors explicitement donne par : 

(1 = 1, (l,X^^(p),X^,l(p)) 

a = (3,2), (x4(p),l,X.x(p)) 

a = (3,2,i), ixiip),XvAp)A) 

6. Deformations des representations cristallines raffinees 
6.1. RafRnement d'une representation cristalline. 



6.1.1. Soit F un corps local, V un F-espace vectoriel de dimension finie muni d'une 
representation continue de Gal(Qp/Qp). Nous supposerons que V est cristalline, que ses 
poids de Hodge- Tate ki < ... < kn sont tons distincts et que les valeurs propres du 
Frobenius de Dcris{V) sont dans F (cf. |2.6| pour les conventions). Imitant Mazur ( |[Ma|| ) , 
on appellera raffinement de V la donnee d'un ordre 71 := {ipi, ipn) G F" sur les valeurs 
propres du Frobenius de Dcris{V)- On notera {V,TZ) la representation V munie de son 
raffinement TZ. 



6.1.2. La donnee d'un raffinement TZ deV nous permet de definir des Fi(7V) := ^Pi/p'^^ G 
F* et des UiilZ) := 11}=! -^i 5 1 < i < n. ha. donnee de tons les FiiJZ), ou encore celle 
des Ui(7V), est bien sur equivalente a celle de TZ. Notons que FiiJZ) est encore une valeur 
propre du Frobenius de Dcrisiy{ki)), et UiijV) en est une de celui de h.^{Dcris{V)) ~ 
Dcris(A*(y)). On rappelle que la formation de Dens commute aux operations tensorielles 
sur les representations cristallines ( |[Fo2|| 1.5.2, 5.1.2). 
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6.1.3. Remarques : i) Si le polynome caracteristique du Frobenius de Df-nsiV) a n = 
dimp{V) racines distinctes, alors V admet exactement n\ rafiinements. C'est la cas par 
exemple si V est ordinaire (cf. |PR|| ). Dans ce cas, on dispose de plus d'un raffinement 



canonique donne par \ipi\ = p appele raffinement "ordinaire" (il ne nous sera pas utile 
dans la suite). 

ii) Un des interets essentiels de la notion de raffinement dans ce texte vient de ce 
que la theorie des families p-adiques de formes automorphes produit des deformations 
de representations cristallines raffinees de Gal(Qp/Qp). II faut bien noter que de telles 
deformations d'une meme representation V mais partant de raffinements distincts sont en 
general tres differentes (par exemple I'une pent etre generiquement irreductible, I'autre 
non). 

6.2. RafRnements et algebre d'Atkin-Lehner. 

6.2.1. Par commodite d'exposition, nous nous restreignons a U(3) plutot qu'a un groupe 
unitaire quelconque, c'est de toutes fagons suffisant pour les objectifs de ce texte. Soit 
p un nombre premier decompose dans E, l : C ^ Qp un isomorphisme de corps, fi la 

place de E au dessus de p donnee par E C C ^ Qp, t>2 I'autre place, p = viV2- La donnee 



de Vi nous permet de plus d'identifier U(3)(Qp) a GL3(Qp) comme en |4.2.2| . Fixons IT 
une representation automorplie irreductible de U(3) telle que Tip est non ramifiee et 
= 7r(/ci > k2 > k^). Comme dans 5.2.1 , Up = X{iIj) pour un certain caractere non 
ramifie ip : T C*. 



6.2.2. On a vu dans j.2.2| que la donnee de i permet d'associer a 11 une representation 



semi-simple continue Pp : Gal{E/E) GL3(F) = GLp{V), V etant un espace vecto- 
riel de dimension 3 sur un certain corps local E. On rappelle que D^^ est un groupe de 
decomposition dans Gal{E/E) associe a la place Vi de E, et on note Vi la representation 
continue de Gal(Qp/Qp) sur V obtenue par restriction de y a D^^. Puisque Pp ~ Pp, 



on salt que V2 — Vf-. De plus, par la proposition ^]3| § |3l^ , Vi est cristalline de poids de 
Hodge- Tate —ki — 1 < — ^2 < —^3 + 1, et son Frobenius cristallin a meme polynome 
caracteristique (modulo l) que I'image du Frobenius geometrique de Wq^ dans le L- 

parametre de X{iIj), i.e ni=i(^ ~ '•(V'j(p)))- Nous allons donner une interpretation au- 
tomorphe de certains raffinements de Vi en terme de Up. 



6.2.3. La semi-simplification de A{p) agissant sur lip a ete calculee en |5.2.2| , c'est une 

1 /2 

somme de caracteres de A{p) de la forme 6^ ip'^, pour certains a G W. On dira que a 

1/2 y y 

est accessible pour 11 si 6^ ijj"' apparait, cela ne depend que de Hp, et il est equivalent 

de demander qu'il existe un vecteur f G 11^ sur lequel A{p) agisse par . Pour tout 

a G W, le lemme ^.1| § ^.2.2| montre que I'on construit un raffinement TZicr) de Vi en 



posant 

n{(7) := (V'<T(3)(p),^a(2)(p),^<T(i)(p)) 
Un raffinement de Vi sera dit accessible s'il est de la forme TZic) avec a accessible 



pour n. Si Hp est irreductible, on a vu en ^?1| que tons les raffinements de Vi sont 
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alors accessibles. Cela se produit en particulier quand Hp est temperee. Par centre, si 
n = vr(xo), les raffinements accessibles sont ceux donnes dans ^.2.4 Dans ce cas precis, 
on remarque par exemple que Vi est ordinaire mais que le raffinement ordinaire n'est pas 
accessible. 

6.2.4. Soit s = {ki > k2 > k^) G Z^, notons Us le caractere A —>■ sur le vecteur de plus 
haut poids de V;{Q) = \/_s(Q). D'apres et si 1 < i < 3, {6B^^^Us){ui/ui-i) est 



une puissance de p d'exposant le f'^™''^ poids de Hodge- Tate (ranges par ordre croissant) 
de Vi. On pose 

Avec ces notations, 7^(o") est encore le raffinement de Vi defini par ses Ui{lZ{a)) avec 
la formule UiiTZ^a)) := 

6.3. Variation de representations cristallines rafRnees, d'apres M.Kisin. 

6.3.1. Soit F C Cp un corps local, X un F-affinoide reduit d'anneau A{X), la norme 
reduite de A{X) en fait une algebre de Banach. Soit M := y4(X)", G un groupe 
topologique, p : G — > GL(M) une representation continue. Si F C -E C Cp est un 
sous-corps complet, x G X{E), on note := M ®a{x) E, A{X) — > E etant revaluation 
en x,et p^:G ^ GL„(F) = GLe{M^). 

6.3.2. Soit X un F-affinoide reduit d'anneau A{X), on se donne 

) : X — > A", un F-morphisme analytique, 

- h) Z G X{F) un sous-ensemble Zariski-dense tel que k{Z) C Z^' . 

- c) M := A{X)"-, et p : Gal(Qp/Qp) — > GLa(x){M) une representation continue, 

- d) Fi,...,F„G A(X), 
On suppose de plus que : 

i) Pour tout reel C > 0, {z E Z, —6{k{z)) > C} est Zariski-dense dans X{F), 

ii) Pour tout x G X{F), k{x) G F" est I'ensemble des poids de Hodge- Tate-Sen de 
M^, ranges par ordre croissant si x E Z, 

iii) Pour tout z G Z, est cristalline, 

iv) Si z e Z, {p'^'-'^''^ Fi{z) , ...,p'^"^''^Fn{z)) est un raffinement de M^, 

v) |Fj| est constant sur X, 

vi) Deux elements de k{Z) different d'un element de {p — 1)Z"'. 

Faisons quelques remarques sur ces hypotheses. L 'existence de k satisfaisant ii) n'est 
pas directement consequence des travaux de Sen ( |[Senl|| , ||Sen2|| ), a cause de I'hypothese 



"ranges par ordre croissant sur Z" . Nous ne savons pas dans quelle mesure I'existence 
de Fj satisfaisant iv) est automatique (condition sur k?), cf. a ce sujet. Nous ne 



22 



JOEL BELLAICHE ET GAETAN CHENEVIER 



Savons pas non plus si vi) est automatique. Dans la pratique (cf. §||), ces hypotheses 
seront satisfaites et k sera un morphisme fini sur son image, dominant restreint a chaque 
composante irreductible de X. 

6.3.3. On se place sous les hypotheses a), b), c), ii), iii) et iv) de |6.3.2[ On notera 
A{X){ni) le A(X)-module A{X) sur lequel on fait agir continument Gal(Qp/Qp) par le 
compose du caractere cyclotomique par caractere suivant de Z* : 

X {x/t{x)Y^t{xY^ e A{xy 

on Hi = K,i{z) est un entier bien defini modulo (p — 1)Z independamment de z ^ Z par 
I'hypothese vi) , r : Z* ^ /ip_i(Qp) la reduction modulo p composee par le caractere de 
Teichmiiller. Si z E Z, A{X){Ki)z est un caractere cristallin de Gal(Qp/Qp). 

Si est un A(X)-module de libre type fini muni d'une representation continue de 
Gal(Qp/Qp), on notera N{Ki) := N(S)A{x)A{X){Ki) vue comme representation de Gal(Qp 
On a done defini les M{K,i), leurs evaluations en z E Z sont cristallines de poids 



6.3.4. On se place dans les hypotheses de |6.3.2 



Proposition 6.1. Soit x G X{F), k,{x) = {ki,...,kn) alors 

Dcris{{A%){ki + ... + ki)Y=P''^^y-Pd^) est non nul. 

Si de plus les ki sont entiers, alors 

D,ris{A\V^)Y=^^=^p'''^''-''^ est non nul 

Preuve : La seconde assertion decoule de la premiere. Soit i G {1, ...,n} fixe, on pose 
N := A*(M)(/ti) ■ ■ ■ (kj). Rappelons que, comme dit plus haut (|6.1.2| ), la formation 



de Dcris{V) commute aux operations tensorielles sur la categoric des representations 
cristallines. En particulier, si x E Z, on en deduit que est cristalline, de plus pe- 
tit poids de Hodge- Tate egal a 0, et que 11^=1 -^i(^) ^st une racine de son Frobenius 
cristallin. Remplagant k par (kj^, kj^), les Jj parcourant I'ensemble ordonne lexi- 
cographiquement des r = (^) parties a i elements de {1, ...,n}, K(mi<...<mi) '■= J2]=i '^mp 
les conditions i), u), iii), iv) et v) sont satisfaites pour a la place de M. 

En fait, seule la premiere valeur propre va servir pour la suite. On est ramene a prouver 
la proposition pour M et z = 1, et on pent supposer que le premier poids de Hodge- Tate 
des points dans Z est nul. 



A partir de la, on suit Kisin |[Ki|| 6.3. Par I'hypothese iv) et 5.14 il suffit done de 
verifier les hypotheses de sa proposition 5.13. Dans ses notations M := M, I := Z, et si 
z G X[F) est d'ideal maximal m^, Rz '■= A/rriz = F. Pour chaque entier positif fc, on 
definit Ik comme etant I'ensemble des points dans Z ayant leur second poids de Hodge- 
Tate plus grand que k, et tels que v{Fi{x)) < k. Ik est Zariski-dense dans X(Cp) par 
i), il satisfait done les conditions 2 et 3 de loc. cit. 5.13. Soit x G Ik, par hypothese 
a pour plus petit poids de Hodge- Tate et Deris (^x)'^^'^^*-^'' est non nul, il existe done 
une apphcation Gal(Qp/Qp)-equivariante non nulle M* (Fil°(5cris) F)'^=-^i(^). 
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Cette application ne se factorise pas par Fil^{Bcris) ®Qp F car par faible-admissibilite de 
Dcris{Mx), Fil'^{Dcris{Mx)Y^^^^^'> est encore faiblement admissible, de plus petit poids 
de Hodge- Tate /c, mais v{Fi{x)) < k par hypothese. On conclut mot a mot comme dans 
les 3 dernieres lignes de la preuve de loc. cit. 6.4. □ 

Remarques : i) En general, il est bien sur faux que sous les hypotheses de la proposition 
IP, D 

oris 

{V{ki)Y=^^^''^ est non nul si i > 1. La consideration d'une famille p-adique de 
formes modulaires passant par une forme modulaire parabolique propre de niveau Tq{p) 
qui est p-nouvelle en donne un contre-exemple. 

ii) Ce que Ton a fait pour les A* vaut de meme aussi naturellement pour n'importe quel 
foncteur de Schur de GL(n), c'est en fait une consequence de la proposition ci-dessus. 

iii) Si 72 = 3, I'isomorphisme canonique V* ® det(K) ~ h^iV) permet de reformuler 
la proposition pour i = 2 en terme de V* . EUe montre alors que L'cris(^(^i))'''"^^*-^^ et 
Dcris{V*{-k^)Y=''^^''^~^ sont non nuls. 

7. Extensions et pseudo-representations 
7.1. Existences de reseaux stables. 

7.1.1. Soit K un corps de caracteristique 0, V = K'^ G un groupe, p : G ^ GL(l^) une 
representation semi-simple. Soit (p = ©"=iPi, V" = ®^=iWi) la decomposition isotypique 
de {p,V) : pour chaque i, {Wt, pi) est somme directe de rij copies d'une representation 
irreductible {Vi,p'j), et p- 9^ p'j sii ^ j. 

On dira que V satisfait la condition (ABS) si les p- sont ahsolument irreductibles. 

On suppose des maintenant et dans tout §|7]l| que V satisfait (ABS). On fixe de plus 
A un sous-anneau integre noetherien de K tel que K = Frac(y4) et tr(p(G')) C A. 

7.1.2. Si B est un sous-anneau de K, on appelle i?-reseau de V un sous-5-module libre 
A tel que K.A = Si ^ est une representation de G, on dit qu'un _B-reseau est stable 
s'il est stable sous Taction de G. 

Lemme 7.1. i) L'image de A[G] dans EndxiV) est de type fini sur A. 

ii) Si A est normal, tr{p'-{G)) C A. 

iii) Si A est principal, Vi admet un A-reseau stable. 

iv) Plus generalement, si P E Spec{A) tel que Ap est de valuation discrete, il existe 
g G A\P tel que Vi admet un Ag-reseau stable. 

v) Supposons de plus que A est soit une algebre affinoide, soit local complet, G un 
groupe topologique, si T : G A est continue, alors les g tr{p[{g)) sont continus. De 
plus, tout A-reseau stable est une representation continue de G. 

Preuve : Par la theorie des modules semi-simples, l'image de K[G] dans End(y) est 
somme directe de ses images dans les End(lVj). De plus, l'image de K[G] dans End(lVi) 
est Taction diagonale de End(Vi) dans End(TFj). En particulier, on dispose d'un Cj G K[G] 
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tel que p(ej) est le projecteur G-equivariant sur Wi. Aussi, 

3/ e K*, Wg e G, tT{p,{g)) = tT{p{e,g)) e fA 
On deduit la meme assertion pour p'-, en remplagant / par f /rii. 

Soit i fixe, d = dim(Vi), on fixe une base de Vi nous permettant de I'identifier a K'^. 
La representation etant absolument irreductible, un theoreme de Wedderburn assure 
I'existence de gi,...,gd2 G G, tels que les p'i{gk) engendrent End(l^) comme i^'-espace 
vectoriel. Ainsi, 

M := {{Wi{gk9i)))i<k,i<d^) e Ghd2{K) 
Soit /' G K* tel que et les p[{gk) soient a coefficients dans f'A, alors pour tout 
5^ G G on a p'i{g) G f f'/niMd{A). Autrement dit, 

(6) A' C p:(G).A'^ C ff'/n,A' 

En particulier, A[p-(G)] s'injecte dans Hom^(yl'^, {f f /ni)A'^). Comme A est noetlierien, 
cela prouve i). De plus, si A est principal, montre que A[p'^{G)].A'^ est un reseau stable, 
cela montre Hi). On en deduit ii) car un anneau normal est intersection d'anneaux de 
valuation discrete, iv) est une consequence de ii) et i). 

La premiere assertion de v) decoule de nitT{p[{g)) = tr(p(ej(y')), prouvons la seconde. 
Si A est un reseau stable de V, il suffit de verifier que ip : G ^ End^(A) est continue, car 
alors g ^ '>P{g)~^ = 'ipig'^) le sera aussi. On rappelle que si A est affinoide ( ||BGR|| 3.7.3) 



ou local complet, tout A-module de type fini a une topologie canonique et que toute 
application A-lineaire entre deux tels modules est continue et fermee. Par i), on pent 
trouver gi,...,gs G G engendrant M := yl[p(G)], on munit M de la topologie discutee 
ci-dessus. II suffit de montrer que ijj* : G M est continue. Par semi-simplicite de V 
comme G-representation, I'application ip** : G A*, g (ti^gig)), induit une injection 
74-lineaire M —>■ A^, necessairement continue et fermee. La continuite de tp** conclut. □ 

7.2. Representations attachees aux pseudo-caracteres. 

7.2. L Soit G un groupe, A un anneau commutatif, on rappelle qu'une fonction T : 
G — > A est un pseudo-caractere sur G, de dimension n G N, a coefficients dans A si 

\/g,heG, T{gh) = T{hg) 

r 

^g = {g„ ^„+i) G G"+\ n /(^*(^)) = 

a=Ci...Cre&n + l * = 1 

n est le plus petit entier ayant la propriete ci-dessus 
Ici cr = ci...Cr est la decomposition en cycles de a, et si c = {ji,---,js) est un cycle 
c(^) = IlUi9j,, cf. §1, llRoull §2. 



La trace d'une representation p : G ^ GLn{A) est en particulier un pseudo-caractere 
sur G, a coefficients dans A (cf. loc. cit.) ; il est de dimension n si A est integre de 
caracteristique (cf. ||Rou|| 2.4). On discute de I'assertion reciproque dans les paragraphes 
qui suivent. 
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7.2.2. Si A = F est un corps, il est connu que quitte a faire une extension separable 
finie de F, T est la trace d'une representation semi-simple G GL„(F), unique a 
isomorpliisme pres, satisfaisant la propriete (ABS) de |7.1.1| (voir [fTayll §1 tlieoreme 1, 



[Rou|| 4.2 dans cette generalite). On dira que T est absolument irreductible si cette 
representation I'est. 

Soient F un corps, B d F \m sous-anneau, p : G ^ GL„(F) une representation de G, 
on suppose de plus que tr(p(G')) C B, la discussion ci-dessus implique immediatement 
le : 

Corollaire 7.1. Sous ces hypotheses, si m est un ideal maximal de B de corps residuel k 
de caracteristique 0, alors la reduction modulo m de tr{p) est la trace d'une representation 
semi-simple 

pZ-G-^ GK{k) 

pf^ est unique a isomorphisme pres, definie sur une extension finie de k. 

Notons qu'il est clair que si p{G) C GL„(i?), cela a un sens de reduire p modulo m, et 
qu'alors est la semi-simplification de cette reduction. Dans le cas on B = A{X) est 
une algebre affinoide, x G X, m I'ideal maximal de B defini par x, on notera aussi p** 
pour p^. 

7.2.3. Supposons A quelconque, mais que pour tout m G Specmax(y4), la reduction 
modulo m de T, : G A/m est absolument irreductible. Quitte a remplacer A par 
une extension etale finie, il est encore vrai que T est la trace d'une unique representation 
G GLn{A) 5.1). 



Supposons finalement que A est integre, que T : G ^ Frac{A) deduit de T soit 
absolument irreductible, mais que les Tm ne sont pas tons absolument irreductibles. On 
ne pent plus alors attacher canoniquement de representation a T mais, au moins sous 
certaines hypotheses developpees plus bas, un ensemble de representations non toutes 
isomorphes en general. Pour nos applications, le cas interessant sera celui oil A est une 
algebre affinoide integre de dimension 1. 

Lemme 7.2. Soient F un corps local, X un F- affinoide integre de dimension 1, et 
T : G A{X) un pseudo-caractere de dimension n, il existe : 

i) Un F -affinoide Y regulier integre, de dimension 1, fini et surjectif sur X , 

a) Une representation semi-simple Pk{y) '■ G GLn{K{Y)) de trace T , satisfaisant 
(ABS). 



Preuve : En considerant la composee T : G ^ A{X) K{X), § [7.2.2| assure que 



T est la trace d'une representation semi-simple G GL„(L) satisfaisant (ABS) (cf. 



7.1.1| ), pour une extension finie L/K{X). Soit A' la normalisation de A dans L, c'est un 
anneau de Dedekind car A est integre noetherien de dimension 1. D'apres PGR]| 6.1.2, 
proposition 4, A' est une F-algebre affinoide finie sur A, on I'ecrit A[Y), en particulier 
L = K{Y). Ceci prouve i) et ii). □ 
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7.2.4. Soit Y un F-affinoide integre de dimension 1, y E Y{F) un point regulier, G 
un groupe et T : G ^ ^(X) un pseudo-caractere qui est la trace d'une representation 



semi-simple G GL„(ir(F)) satisfaisant (ABS). D'apres ^ iv), K{Y)'' a un A{Y)g 
reseau stable Aq, pour g G A(Y) ne s'annulant pas en y. 

On note O I'anneau local rigide de A{Y) en y, c'est un anneau de valuation discrete 
(voir [|BGK|| 7.3.2 proposition 8), on pose L := Frac(C). OAq est un 0-reseau de U 



K{Y)0K{Y)L'^ stable par G. On supposera que I'anneau local algebrique en y est principal 
d'ideal maximal engendre par z G A(Y), on pent toujours faire cette hypothese quitte a 
retrecir Y. 

Soient f^i et fl2 deux ouverts affinoides de Y contenant y, Aj un A(f2)j-reseau stable 
de L"' pour i = 1,2. On dira que Ai et A2 sont equivalents s'il existe C f2i n fl2 un 
ouvert affinoide de Y contenant x tel qu'il existe r G Z verifiant 

zM(^]3)Al = A{n^)A2 C 

On note S' I'ensemble des classes pour cette relation d'equivalence, [Aj] G 5* la classe du 
y4(r2j)-reseau stable Aj. 

Lemme 7.3. - S et S' sont non vides, 

- L 'application S' — > S, [A] 1-^ [OA] est une bijection, 

- Si s = [A] E S' , les representations de G sur les F-espaces vectoriels A/ zA et 
{OA)/z{OA) sont isomorphes. 

Cette derniere classe d'isomorphisme ne depend pas du choix de A tel que s = [A], on 
I'appelle la representation residuelle de s. 

Preuve : On a deja montre le premier point. L'application de I'enonce est clairement 
bien definie. Montrons I'injectivite. Avec les notations du paragraphe ci-dessus, sup- 
posons que CAi = z^O A2, p G N. On pent supposer p = 0. Si e\, ...,e^ une 74(fij)-base 
de Aj, on note M G GL„(0) la matrice des dans la base des e^. On pent trou- 
ver ^3 C 1^1 n ^2 un affinoide de Y contenant x tel que M G GLn{A{VL^)). Alors 
A{n^)Ar = A{n;)A2. 

Pour la surjectivite, considerons A un (9-reseau stable par G quelconque dans L". On 
salt que I'image G de 74(F) [G] dans Endx(y)(-ft'(F)'^) C EndiL" est de type fini sur 
A{Y) par le lemme |7[l]i). G est de plus trivialement un sous-A(F)-module de Endc)(A). 
On choisit mi,...,mr une famille A(F)-generatrice de C, ainsi que ei,...,e„ une C-base 
du (9-reseau A. On pent trouver un voisinage affinoide VL de x dans Y tel que I'ensemble 
de tons les rrii soient a coefficients dans A{VL) dans la base des Cj. ©[Li^(^)ei est alors 
yl(f2)-reseau stable de qui convient. 

Les autres assertions sont immediates. □ 

On rappelle que pour tout affinoide Y reduit, A{Y) est canoniquement norme par sa 
norme du sup. Conservant les hypotheses de tout ce paragraphe, supposant de plus que 
G est un groupe topologique et que T : G ^(X) est continue, alors pour tout AiVL)- 
reseau stable comme plus haut, le lemme v) montre que la representation deduite 
G GLn{A{VL)) est continue. En corollaire du lemme |7]^, on obtient alors le 
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Corollaire 7.2. Si T : G ^ ^(X) ^st continue, alors pour tout O-reseau stable A de 
L"", la representation residuelle de G sur A/2;A est continue. 

7.3. Variante d'un lemme de Ribet. Soit A un anneau de valuation discrete, K son 
corps des fractions, m un ideal maximal de A, ei k = A/m. Soit G un groupe, r un 
automorpliisme de K. Pour p une representation de G sur un espace V de dimension 
finie sur K, et A un A-reseau stable (dans la suite nous dirons simplement un reseau 
stable), on note p\ la representation sur A/mA ~ fc". Par le theoreme de Brauer-Nesbitt 
( ||CR| , 30.16]), p^j^ ne depend pas du reseau stable A (s'il en existe un), on la note p'*''. 
Pour p une representation sur if ou A; on note p-^ la representation g t-^ p{T{g))* . 

Proposition 7.1. Soit p une representation de G de dimension n sur K admettant un 
reseau stable. On suppose que p c::^ p-^ est absolument irreductible et que p*** ^ © 0^ © 
ijj oil (p, 0^ et ip sont trois representations absolument irreductibles deux a deux non 
isomorphes. 
Alors : 

a. Soit il existe un reseau stable A, tel que p\ admette un sous-quotient r de di- 
mension 2, verifiant r c:^ r-^ et tel que r est une extension non triviale de 0-*" par 
0. 

b. Soit il existe un reseau stable A, tel que p\ ~ pj^, p\ admet une unique sous- 
representation r de dimension 2 et un unique sous-quotient r' de dimension 2, 
avec r extension non triviale de ip par cp, r' extension non triviale de cp-^ par ip, 
et r' c:^ . 

7.3.1. Pour prouver la proposition, notons d'abord qu'on pent supposer que A est un 
anneau de valuation discrete complet, ce que Ton fait. En effet, si A' est le complete de 
A en m, K' le corps des fractions de A' , A' est de valuation discrete complet de corps 
residuel k. L'extension p' de p a K' verifie encore toutes les hypotheses du theoreme. Si 
A' est un A'- reseau stable, A = A' fl est un A-reseau stable de V , et p\ ~ p^/, si bien 
que la conclusion du theoreme pour K' entraine la conclusion pour K. 



7.3.2. Nous prouverons la proposition en utilisant le dictionnaire de Pel2|] et ||Be-Gr 



Rappelons quelques notions et resultats utiles de ces articles, auquel nous renvoyons au 
lecteur pour de plus amples details. 

Soit X I'immeuble de Bruhat-tits de PGL„(i^'), X I'ensemble de ses sommets. Soit S 
la partie de X fixe par p(G), S = Sr\X. D'apres ||Be-Gr| , prop. 4.1.1] et [Pel2| , prop. 2.4.1 
et 3.3.2], S est contenue dans un sous-appartement A de dimension 2 (car p^^ est sans 
multiplicite, et a trois facteurs de Jordan- Holder), clos ( Pel2| , prop. 3.1.3]), borne (car 
p est irreductible, Pel2| , prop 3.2.1]), et les points de 5* (qui sont done en nombre fini) 
correspondent aux classes d'homotheties de reseaux stables par p ( Pel2| , prop. 3.1.2]). 
Pour a; G 5 on note p^ une reduction pA pour A un representant de x, ce qui est bien 
definie a isomorphisme pres. 

L'ensemble S est un polygone dans I'appartement A (un plan), dont les sommets sont 
des sommets de A et les cotes des reunions d'aretes de A ([ [Be-Gr| , 2.1]). 
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A 5 on pent attacher, comme en [p3e-Gi) , 2.1.2] un graphe oriente d'ensemble de som- 



mets {0,0-'-,'?/'}, d'ensemble d'aretes A C ({0,0-'-,?/'}^ — A) (A la diagonale) connexe 
en tant que graphe oriente, muni d'une bijection c de A sur les cotes de S, verifiant les 
proprietes suivantes 

i) Pour tout arete a = {u,v) & A il existe une extension Va non triviale de v par u, 
et pour X G c(a) fl S, apparait comme sous-quotient de p^. Reciproquement, si 
X G S", et si px contient comme sous-quotient une extension triviale de v par u, 
alors X est sur c{u,v). ( Pe-G4 prop. 4.2.1]) 

ii) Si a et a' sont deux aretes de A non opposees I'une de I'autre, les cotes c(a) et 
c(a') du polygone S se coupent en un sommet. ( |[Be-Gr| , prop. 2.2.4]) 



7.3.3. Par hypothese, il existe un isomorphisme de i^T-espaces vectoriels de dans 
V* tel que 

(7) VgeG,p{T{g))=v-'p*{g)v. 

Si A est un reseau de V, on note A* le reseau dual dans V*. L'application A i-^ A* 
passe au quotient et definit une bijection naturelle b entre I'ensemble des sommets de 
I'immeuble X de PGL(\^) et celui de I'immeuble X* de PGL(^*), qui s'etend en un 
morphisme d'immeubles de X dans X*. II est clair que si S* designe la partie de X* 
stable par p*, on a 

S* = b{S). 

Par ailleurs l'application ip induit un isomorphisme d'immeubles v?* de X dans X*. On 
deduit immediatement de (|^ que 

V^.{S) = S*. 

L 'isomorphisme t := b^^p^ de X laisse done stables S et S. Si x E S, p induit par 
passage au quotient un isomorphsime 

(8) Px - Pt{x)- 

7.3.4. Terminons la preuve. Comme le graphe {V, A) est connexe en tant que graphe 
oriente, il y a un chemin qui va de a 0^. II y a done deux possibilites : 

Soit (0, 0-*-) G A, dans ce cas c(0, 0-*-) est un cote de S, et pour x G c(0, 0-*-) fl S, px 
contient comme sous-quotient r(^^^^±^ qui est une extension non triviale de 0^ par 0. De 
plus, t envoie cote de S sur cote de S, et par (^, les points x du cote t(c(0, 0^)) sont 
tels que px admette comme sous quotient r-^^^ qui est encore une extension non triviale 
de 0^ par 0. On en deduit d'apres [7.3. 2| i) que t(c(0, 0-*-)) = c(0, 0^) et done, d'apres @ 



que '^(^^i) — f{(t>,<f>^)^ ce qui montre qu'on est dans le cas a. de la proposition. 

Soit (0, -0) et (-0, 0^) sont des aretes de A. Par |7.3.2| ii), c(0, ip) et c('0, 0^) se coupent 



en un sommet x. Par un raisonnement semblable a celui ci-dessus, t{c{(j),ip)) = c('0,0 
et t(c('0, 0"*")) = ci^ipyfp), d'oii t{x) = X. La reduction px verifie done px — Px, et on est 
dans le cas b. de la proposition. 
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8. Deformation p-adique de x © 1 © X"^ 
8.1. Notations pour les espaces de formes automorphes. 

8.1.1. On fixe encore p = viV2 decompose dans E, N un entier premier a p, ainsi qu'un 
isomorphisme de corps l : C —>■ Qp, Cp \e complete de Q^. 

La donnee de Vi nous permet d'identifier canoniquement U(3)(Qp) a GL3(Qp) comme 
dans [4.2. 1| . Soit Kf un compact ouvert de U(3)(Aj), decompose place par place, egal a un 
compact maximal hyperspecial aux places ne divisant pas piVdisc(i^'), et a un compact 
tres special aux places divisant disc(i^') mais pas pN, et a I'lwahori / de GL3(Qp) en p. 

On fixe une representation irreductible complexe lisse J de Kf definie sur Q C C, 
triviale restreinte aux places ne divisant pas N. J est de dimension finie, l nous permet 
de la voir a coefficients dans un corps local fixe Fq et de considerer J{F) pour chaque 
Fq G F G Cp comme etant une F- representation lisse de Kf. On note B I'espace des 
fonctions complexes lisses sur U(3)(Q)\U(3)(A), vu comme representation de U(3)(A) 
par translation a droite. 

8.1.2. Si w = {ki > ^2 > fcs) e Z^, I'espace des formes automorphes pour U(3) de 
"poids automorphes" w et de type {Kf, J) est le C-espace vectoriel 

S^{Kf, J, C) := Homu(3)(iR)xx/K«(C) ©c J, 

On note Ti I'anneau engendre par I'algebre de Hecke globale (sur Z) hors de pN et par 
I'algebre d'Atkin-Lehner A{p) en p. H est commutatif, et on notera Ha '■= 'H®iA, pour 
tout anneau A. S^^iKf, J,C) est de maniere naturelle un module sur He. Si V est un 
A[{I I) K f]-module, on notera H^{V) le Tiyi-module des fonctions 

U(3)(Q)\U(3)(A/) ^ V, telles que Vx G U(3)(A/), Vm G Kf, u.f{xu) = f{x) 

C'est une verification classique que la donnee de l permet de voir H^(y-w{Fo)®Fo 'J*{^o)) 
comme une Fo-structure de Sw{Kf, J,C), et ce comme TiiTg-module. On poseQ 

:= H'iV.M) ©Fo riFo)) 



8.1.3. Par la finitude du nombre de classes ([ [Boi)| 5.1), U(3)(Aj) s'ecrit comme reunion 
finie 

h 

\]{3){Af) = l[\J{3m)x,Kf 

i=l 

de plus Ti := Xi\J{3){Q)x^^ n Kf est un groupe fini car compact discret. Pour un 
A[IA'^I, i^/]-module V, I'application A-lineaire 

ipv : H'{V) ®t,V^% f - (/(xi), /K)) 

est un isomorphisme A-lineaire fonctoriel en V. On deduit que sur les Q-espaces vecto- 
riels, V ^ H^{V) est exact et commute a I'extension des scalaires en A. 



'''Noter le —w dans la definition 
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Enfin, on en deduit aussi que S'^ est de dimension finie sur Fq. De plus, si V est 
norme par |.| tel que Kf y agisse par automorphismes continus de norme 1, H^iV) est 
naturellement norme par 

I/I := Sup^gu(3){A;)l/(a^)l = Suptil/(xi)| 

8.2. Families p-adiques typees pour U(3). 

8.2.1. Soit w = {ki>k2> h) e_Z^, a = (01,02,03) G (Q-°)^ on note 5^''° le plus 
grand sous-Hg^-module de S^i^Fq Qp sur lequel G A{p) (cf. |6.2.4| ), 1 < i < 3, n'a que 
des valeurs propres de valuation Oj. On dira que w est o-regulier si 6{w) > oi + 02 — 1- 

01 r g]0, 1] n Q, x G C^, on note B {x,r) la boule fermee de de centre x de rayon r. 

8.2.2. Fixons / G Qp une forme propre pour H. 

Proposition 8.1. // existe un corps local F, r E \F\ fl [0, 1[, X un F-affinoide reduit, 
vr : X ^ B{w, r) un F-morphisme fini, a : Ti. A{X)^ et Xf E X{F) tels que : 

i) Si 1 < i < 3, I 'application 

TT-\Z^ n B{w, r)(F)) Q^°, X ^ v{a{U-'^^^){x)) 

est constante, disons egale a ai. On pose a = (oi, 02, ^3). 

a) Si w' G B{w,r) n {w + {p — 1)Z^) est a-regulier, I'application 

X{Cp) — > Hom(H, Cp), X (^Xx '■ h a{h){x)) 

induit une bijection entre tt^^{w') et V ensemble des caracteres de Ti dans S'^;'^ comptes 
sans multiplicites. 

Xxf est le caractere de H sur f . 

iv) L 'image de Ti dans est d' adherence compacte. 

v) La restriction den a chaque composante irreductible de X est surjective sur B{w, r). 
Cette propriete est de plus encore verifiee pour le changement de base de tt a tout ferme 
irreductible de B{w,r). 

vz) n-\Biw,r)iQp))iCp) C XiF). 

Preuve : C'est essentiellement une consequence des techniques de ||Clie|| , a ceci pres 



que nous expliquons ici comment gerer la presence du type J, et le fait que le niveau 
n'est pas necessairement net (cf. 4.1. loc. cit.). 

Soit B := 5(0,1)/Qp d'algebre affinoide A{B) := Qp < Ti,T2,T3 >. On considere le 
^(i?)-module de Banach orthonormalisable note Sj-^-^g ,^-fc2,T-'=i)(l) dans ||(Jhe|| , §3.6. M 
est en particulier un y4(i?) [/ A "^/] -module {loc. cit. 3.6.2), I agissant par endomorphismes 
de norme 1. Nous ne prendrons pas exactement la meme parametrisation des poids que 
dans IPhej (voir loc. cit. §2.3), nous choisissons ici I'unique telle que les specialisations 
Mu,/ en w' G Z'^'+ C B{Qp) contiennent ^-«,'(Qp) <S)Qp ~^ comme representation de / 
(cf. remarques 3.7.2, loc. cit. pour la notation r"'). En particulier, contient V^w{Qp) 
comme sous-representation de JA+J. 
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On fixe une norme sur J(-fo) et on definit le A (5) -module de Banach des formes 
p-adiques pour U(3), de type J, comme etant 

S:=H\M J*(Fo)) 

L'application montre que S ~ (M J*{Fq)Y^ est un y4(i?)-isomorpliisme. S est 
done un A(i?)-module de Banacli satisfaisant la condition (Pr) de | |Bu|| §2, on a done bien 
une theorie des series caracteristiques pour ses endomorphismes compacts (voir ||Col|| A, 
§2). 

Si U est I'operateur de Hecke agissant sur 5* donne par la double classe /diag(l,p, p^)J, 



alors U est A(i?)-lineaire compact ( ||Clie|| 3.6.2). II faut remarquer de plus que si w' G 



w + {p - 1)Z^'+, S^- D S^,, et agci coincide alors avec U^U^^U^ . On pose g{T) 

det(l - TU\s) e 1 + TA{B){{T}}, c'est une fonction analytique sur B x 

On fixe F D Fq nn corps local contenant les valeurs propres Aj des U^" sur /, on 
note ttj := v{Xi), = 0. Utilisant ||Uhe|| 5.4, il est aise de voir que pour un certain 



r G [0, l[n|F|, g se restreint en une fonction analytique sur B{w,r) x qui se factorise 
de la forme g\A{Biw,r)) = PS, avec P e 1 + TA{B{w,r))[T], S e 1 + TA{B{w,r)){{T}}, 
{S,T) = 1 et tels que Vx G B{w,r){F), P^. a toutes ses racines de valuation — ai — 0:2, 
et Sx n'en a pas. 

On applique a la donnee ci-dessus la construction des varietes de Hecke locales faite en 
§6.2 loc. cit. On decoupe tout d'abord un sous-?-^B(«),r)-niodule de SB{w,r), localement 
libre de rang fini sur A{B{w, r)), sur lequel det(l— Tf/) = Q. Quitte a diminuer r, on pent 
remplacer N par un facteur direct N' ayant la propriete que Va; G B{w,r'){F), det(l — 
T[/diag(l, l,p)/]|7v^) a exactement pour racines celles de det(l — T[/diag(l, 
qui sont de valuation —ai. On definit alors X comme I'affinoide d'algebre I'image de 
'HB{w,r) dans 'Ej'n.dA{B{w,r)){N') . Si X n'est pas reduit, on le remplace par sa nilreduction. 
On dispose alors de X — B{w,r), a et Xf comme dans I'enonce de la proposition ^A. 
satisfaisant i), ii) et iii). II faut noter que la proposition de 4.7.1 loc. cit. ("classicite des 
formes de poids regulier" ) est encore verifiee pour nos espaces de formes typees, la preuve 
etant rigoureusement analogue. 

Quitte a remplacer F par une extension finie, vi) vient de ce qu'il n'existe qu'un 
nombre fini d'extensions de Qp de degre donne. La premiere partie de la condition v) 
provient de 6.4.2. loc. cit. La seconde se ramene a la premiere en utilisant le lemme 6.2.5 
loc. cit. (bien qu'il soit enonce avec un ideal m maximal, une modification immediate de 
sa preuve marche pour tout ideal m). 

Enfin pour iv), on note que si < r' < r G |-F|, alors B{w,r') ^ B{w,r) est 
compacte sur les algebres affinoides, ainsi done que A{X) — > A{X)®A{B{w,r))A{B{w,r')). 
On conclut car a(H) C A{X)^ et I'image d'un borne par une application compacte entre 
espaces de Banach sur un corps local est d'adherence compacte. □ 

8.2.3. Un point de X{F) sera dit classique si tc{x) E w + {p — 1)Z^'+ et si le caractere 
Xx de Tt qui lui correspond par le ii) de la proposition ^Tl] est realise dans 5'^'(^) ®Fo F. 
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Les points classiques sont Zariski-denses dans X{Cp) par v), i), ii) ci-dessus ainsi que le 
lemme 6.4.7 de ||Che|] . 

8.3. Pseudo-caracteres galoisiens. 

8.3.1. On se replace dans les hypotheses du paragraphe precedent. Fixons x G X{F) un 
point classique, et / G S'^'^^^ ®Fo F un vecteur de caractere Xx sous H. On pent considerer 
un constituant irreductible 11 de la representation automorphe de U(3) engendree par 
/, 11; est alors determinee par x pour tout / premier ne divisant pas A^. En particulier, 
la representation galoisienne p-adique continue semi-simple associee a 11 dans p.2.2| , que 
nous noterons disons V{x), ne depend que de x et pas du 11 choisi, par le theoreme de 
Cebotarev. Soit T{x) : GaA{E/E) — > F la trace de cette representation, elle est continue 
et la determine. 

SiT : E ^ A{X) est une application d'un ensemble E a valeur dans A{X), x G X{F), 
on notera Tx la composition de T par revaluation en x. On renvoie en |7.2.1 pour les 
generalites sur les pseudo-caracteres. 

Corollaire 8.1. // existe un unique pseudo-caractere continu de dimension 3, 

T : Gal(E/E)^p ^ A{X) 

tel que pour tout x G X{F) classique, = T{x). II satisfait Wg G G, T^rgr) = T{g^^). 

Preuve : On definit tout d'abord T sur certaines classes de conjugaisons de Frobenius. 
Soit / = V1V2 un nombre premier totalement decompose dans E comme en [4.2. 1| , on 
suppose que (/, Np) = 1, on pose alors 

T(Frob,J ■.= l-'a{[GU{Zi)di8.g{l,l,l)GU{Zi)]){x) 

T(Frob,J := l-'a{[GU{Zi)diag{l-\ 1, l)GUiZi)])ix) 
Pour voir que c'est bien defini, X etant reduit, il suffit de le verifier sur les points 
classiques x G X{F), auquel cas c'est juste T(x)(Frob^.). Par le theoreme de Cebotarev, 
la condition iv) de P?T| , et la continuite de T(x) si x est classique, il vient que T se prolonge 
d'une unique fagon sur Gal{E/E)j^^ en une application continue _ft'-valuee. Le fait que 
c'est un pseudo-caractere, I'assertion d'unicite, ainsi que Tirgr) = T{g^^), decoulent 
par Zariski-densite {X etant reduit) en se ramenant aux resultats analogues pour les 
avec X classiques qui sont connus. □ 

8.3.2. Nous aurons besoin d'un dernier fait : 

Proposition 8.2. // existe une constante C > telle que pour tout x G X{F) classique, 
si 5(71(2;)) > C alors V{x) est cristalline. En particulier ces points sont Zariski- dense. 



Preuve : Soit x G X{F) classique, on choisit / G S^^^^-^^FoF comme en § |8.3.1| , ainsi que 



n. On salt que Up est engendree par ses /-invariants, c'est done un sous-quotient d'une 



induite complete du Borel Indsi'ip) pour un certain ip comme dans |5.2.1| . Pour voir que 
V{x) est cristalline il suffit de montrer que lip est non ramifiee d'apres |3]^, ou mieux que 
Indsi'ip) est irreductible. Or on sait que ceci se produit des que Wi 7^ j, 4'i{p)/4'j{p) 7^ p 
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(0 4. 2). II se trouve que si ni{x) = (/ci, A;2, ^3), (01,02,03) := {-ki - l,-k2,-k3 + 1) 
alors § |6.2.4| montre que 

La proposition i) conclut ['existence de C. La seconde assertion s'en deduit a la 



maniere de 8.2.3 □ 



8.4. Deformations de % © 1 © x^- 

8.4.1. On reprend les notations de ^.2.1| , avec := cond(xo), Kf = Y\Kio\x \ 



- Si est / premier a pcond(xo), Ki est le sous-groupe defini en |4.2.3| , |4.3.2| , [4.3.3 
selon que / est decompose, inerte ou ramifie, 



Si / divise cond(xo), Ki est le sous-groupe Kj{l) defini en J := ®i\n{J{1) ® 



Xo ° det) oil J{1) est la representation de Kj{l) definie aussi en ^ 



On reconsidere la representation automorplie vr(xo) de U(3), et on fixe dans tout ce qui 
suit cr e {1, (2, 3), (1, 3, 2)} accessible pour 7r(xo) (cf. § |6.2.3|) . On pose w := 1) G 

Z^'+. On pent clioisir un / 7^ G 7r{xoY H ("S*^' ®Fo Qp) propre pour H, de caractere sous 
A{p) correspondant a a comme dans |6.2.3| . On applique alors ^]T] a ce /, puis et ^.3.2| 



aux conclusions de |8TT| , ce qui nous fournit un corps local F, un F-affinoide X,Xf E X{F), 
B{w,r) C A^, un morpliisme F-affinoide fini vr : X — > B{w,r), un pseudo-caractere T, 
des Fj et C > comme dans ces propositions. 

8.4.2. II sera commode de raisonner en terme des poids de Hodge- Tate des V{x) plutot 
que de leurs "poids automorphes" 7r(x). On definit a cet effet (cf. § |6.2.2D k : X — > 
B{K{w),r) comme etant la composee de vr avec {x,y,z) — > (— x — 1, —y, —z + 1). Ainsi, 
si X G X(F) est classique, V{x) est de Hodge- Tate de poids k{x). On pose 

Ko := k{w) = ( 0) 

8.4.3. Quitte a prendre une extension finie de F, comme le precisera sa preuve, on a la 

Proposition 8.3. // existe : 

a) Un F-affinoide Y integre regulier de dimension 1, y^ G Y{F), 

b) Une representation continue semi-simple 

PKiY) : Gal(F/F)^^ GUK{Y)) 

satisfaisant (ABS), p^i^y) — PKiY) tr{pKiY){Gal{E / E))) C A(Y), 

c) Un F-morphisme 

K = (ki, K2, -.Y — > A^, K3 := 0, K{yo) = Kq, 

d) Une partie Z C Y{F) telle que k{Z) G kq + {p — 1)Z'^' , 

e) Des fonctions Fi, F2 et F3 dans A{Y), chacune de valuation constante sur Y{Cp), 
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le tout satisfaisant aux proprietes suivantes : 

i) Pour tout ouvert affinoide Q de Y contenant y, la fonction 

xe Z ^ -S{k{x)) e N 

est non majore sur Z nVt, d'image incluse dans i^>^'*^('^'^). En particulier, Z D Vl est 
Zariski-dense dans Q, 

a) Si z E Z U {yo}, pf ■= Pk{y) z (^f- ^iD representation galoisienne attachee 

a une representation automorphe 11 irreductihle de [/(3) telle que HoniKfiJ,^) 0; 

III) c^l®Xp®Xp- 

iv) Si z E Z U {yo}, ipl'^)\Dy^ est cristalline de poids de Hodge-Tate n{z). Elle est 
raffinee par 

{p''^^'^F,{z),p''^^^^F2{z),p^^^^^F,{z)) 

v) Ce raffinement est TZ{(j) en yo- 

Preuve : Soit B C B{KQ,r) C A^, le ferine affinoide de B{nQ,r) defini par x^ = 0, et 
X2 = 2xi + Ko e B{F). On pose : 



Z := {z e B{F) n {kq + {p- -S{z) > Max(C, k, ai + 03 - 1)} 

Le choix de B, assez arbitraire, est tel que les fonctions X2 — X1 et —X2 sont non bornees 
sur U n Z pour tout U ouvert affinoide de B contenant kq- 

On considere Xb '■= X Xs(Ko,r) -B, c'est un F-affinoide de dimension 1, Xf G Xb{F). 
Le morphisme deduit par extension des scalaires hb '■ Xb B est encore fini, surjectif 
restreint a chaque composante irreductible de Xb d'apres v). On choisit alors X' une 
composante irreductible (reduite) de dimension 1 de Xb contenant Xf. 

Le pseudo-caractere T pent etre vu a valeur dans A{X'), par composition A{X) 
A{Xb) A{X'), et on pent appliquer le lemme a la donnee de A{X') et T. II nous 
fournit un F-affinoide integre Y, regulier de dimension 1, muni d'un morphisme fini et 
surjectif h : Y ^ X', ainsi qu'une representation semi-simple p : G ^ GL3(fC(F)) de 
trace T, satisfaisant (ABS). Quitte a remplacer F par une extension finie, on pent choisir 
y e Y[F) tel que hiy) = x. Notant que T{g~^) = T^r.g.r) d'apres [O], on a prouve a) et 
b). 

On definit k, comme etant la composee Y ^ X' ^ Xb ^ B. Notons que K : Y ^ B 
est plat, car c'est le cas des extensions finies d'anneaux de Dedekind. Cela prouve c). On 
pose Z := K,~^{Z), il satisfait d) par |8.4.^ et i) par choix de Z et platitude de k. X' etant 
un ferme de X, on pent y restreindre les Fi de |8.4.1| , et les definir sur Y en les composant 
au morphisme h -.Y ^ X' . Ce sont ces derniers que I'on choisit pour e), I'assertion sur 
les valuations des Fj est deja satisfaite sur X par construction (cf. |8?T| ). 

Soit z E ZU {yo}, Pk(y) z representation semi-simple de Gal(F/F)^p de trace 

Tz = Th{z) (cf. [TTI , |0|) . Par choix de Z et iii), h{z) G X{F) est un point classique, et 



I'assertion ii) decoule done de p.3.1| et On deduit alors iii) de ii), ^]T| iii) et du choix 
de / dans |8Xl| . 
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La premiere assertion de iv) est alors une consequence de ii), \6.2.2[ |8.4.2| , ainsi que 



8.3.2| et le fait que —6{k{z)) > C par i). La seconde assertion, ainsi que v), decoulent de 
lOISl et |X|. □ 

Remarques : On rappelle que toute la construction ci-dessus depend du choix initial 
du 0" G ©3 accessible pour 7r(xo)- Ceci fait, le second choix reellement effectue dans la 
construction ci-dessus est celui de la composante irreductible X' de X'^ passant par Xf. 
II semble difficile d'evaluer le nombre de composantes irreductibles de X (ou de Xb) 
au voisinage de x. En ce qui concerne ce texte, cliaque choix de composante permet de 
conclure dans la section ||. 

9. Construction de l'extension 
On reprend les notations de la proposition oil Ton a fixe a = (2, 3). 

9.L Irreductibilite generique. 

Proposition 9.1. Pk{y) est ahsolument irreductible. 

Preuve : D'apres ^]3| b), Pk{y) verifie la propriete (ABS) (voir II suffit done de 

montrer que Pk{y) est irreductible. Supposons par I'absurde que Pk{y) — Pi,k{y)®P2,k{y), 
Pi,K{Y) etant une (F)-representation de G de dimension ^ 0. Le lemme ^[1] ii) montre 
que tr(7rj(G')) C A{Y), car A{Y) est regulier d'apres |8]^ a). Soit z E revaluation en 
z de tr(p((y())) = ii{pi{g)) + tT{p2{g)),g G Gal{E / E) a un sens et montre que pf est 
reductible (cf. Nous allons montrer que c'est absurde par notre choix du raffinement. 

D'apres ^]3| e), : X{F) — > Q, x i-^ f est constante, on la note at. En 

evaluant en i/q, ^]3] iv), v) ainsi que |5.2.4| applique a (3, 2) montrent que : 

(ai, 02, as) = (1, -y-' ~~y~^ 

Notons qu'avec ce choix, \/i,j G {1,2,3}, a, 7^ et + aj 7^ 0. De plus, si z 7^ j, 
\ai\ < k et \ai + aj\ < k. 



D'apres |8]^ iv), pf^ est cristalline de poids de Hodge- Tate ki := Ki{z), avec ki < k2 < 



ks, et les valeurs propres de son Frobenius cristallin ont pour valuation ki + ai, k2 + a2 



et /cs -|- 03. Par le theoreme A de |PF|| , pour voir que p^^ est irreductible, il suffit de voir 
que D := Dcris(pr) n'admet pas de sous- module filtre faiblement admissible. Si D' est 
un tel sous-module de rang 1, alors par faible admissibilite tn^D') = t^iD') (cf. loc. cit.) 
entraine ki = kj + aj pour un couple Mais par ^]3| i), \ki — kj\ > k, les inegalites 

sur les tti entrainent done i = j puis ttj = 0, ce qui est absurde. De meme, si D' est un 
sous-module filtre faiblement admissible de rang 2 de Z), on arrive a une contradiction 
en resolvant ki' + kjr = ki + kj + ai + aj. □ 

Remarques : Une legere modification de la preuve montrerait qu'en fait Pk{y)^^ est 
irreductible. Notons de plus que I'argument d'irreductibilite etant local en p, il n'utilise 
pas le fait que les representations galoisiennes attachees aux representations automorphes 
stables temperees sont globalement irreductibles, mais simplement Le point cle est 
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que nous disposons d'un a accessible tel que le raffinement 7^((t) est aussi eloigne que 
possible du raffinement ordinaire au point uq. 

9.2. L'inertie aux places ne divisant pas p. 

9.2.1. Nous allons preciser Taction de l'inertie aux places de E ne divisant pas p. Pour 
enoncer commo dement nos resultats, on introduit 



Pk{Y) ■= PK{Y) ®F iXp 

Proposition 9.2. Soit w une place de E au-dessus del ^ p. Alors 

- Si w ne divise pas cond{xo), Pk{y) p'k(y) sont non ramifiees en w. 

- Si w divise cond{xo), on a 

dimK(Y){pK(Y)Y^ = 2. 

Le reste de la sous-section est consacre a la preuve de cette proposition. D'apres ^]3| a), 
b) et |7[l| iv) applique en I'ideal maximal de yo, on pent trouver g G A{Y) avec g{yo) 7^ 0, 
tel que Pk(y) admette un A{Y)g-Yeseau stable. On note p la representation de G definie 
par ce reseau, S I'ensemble fini des zeros de g, et pour y G Y\S, py la reduction de p en 

y- 

Remarquons que Py est bien definie a isomorphisme pres, et non plus seulement a 
semi-simplification pres. De plus, Pk(y) etant semi-simple, pz Test aussi pour un sous- 
ensemble infini de Zfl {Y\S), que Ton note Z' . Enfin, si z G Z\ alors p\^ ~ p^ est par ^.3| 
ii) la representation galoisienne attachee a une representation automorphe notee 11(2;) de 
U(3), comme en p.3.1| . 

9.2.2. Le cas w ne divisant pas cond{xo) ■ H suffit de montrer que les pz sont non ramifiees 
pour z G Z'. Par construction (cf. |8.4.1| ), 11(2;) a un vecteur fixe par le compact maximal 
Ki. Si I est non ramifie dans E, Ki est hyperspecial (|4.2.3|, |1^3.2p et n(z) est non ramifie, si 



bien que la representation galoisienne p^ associee Test aussi, d'apres la propriete y §3.2.2 
Si I est ramifie, Ki est tres special ([4.3.3| ), si bien que d'apres |[La|| p. 88, le changement de 
base He est non ramifie, et on en deduit encore que pz est non ramifiee, cette fois d'apres 



la proposition 3.1 



9.2.3. Le cas w divisant cond{xo)- Pai^ construction (cf. |8.4.1|) , on a 

RomKjii){J{l), {U{z) ® ixo o det)-^)i) ^ 
D'apres il existe un sous-groupe ouvert de tel que pour tout z G on a 

p'zil'w) = 1- On en tire p'k(y)(I'J = 1- 

Notons que pour demontrer la proposition, il suffit de le faire apres une extension finie 
de K{Y). Mais il existe une extension finie F' / F telle que la representation p'j^ry) , qui se 

factorise par le groupe fini I^/I^^, soit definie sur F'. Autrement dit, si L est une extension 
composee de K(Y) et F' et := p'j^i^y) ®k{y) L, alors p'l^j^ est isomorphe k 6 ®f' L, 
oil 9 est une representation de sur F' triviale sur Comme 9 est necessairement 
semi-simple, on en deduit par evaluation des traces en ?/o que (pj/^)^^ — 9. En particulier, 
6* ~ 1 © 1 © ((Xp )~^)|/™ d'apres ^]3| point iii). La proposition en decoule. 
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9.3. Application des methodes a la Ribet et Kisin. Dans ce paragraphe on tire 
les fruits de la variante du lemme de Ribet demontre dans la proposition |7[5, et la 



proposition ^]T] "a la Kisin". Introduisons encore quelques notations : on pose 

u := X"^(Frob^,J 

Notons alors qu'on a ^(Frobt^J = up"^. Notons Dcrism le foncteur DcrismiV) := _Dcrjs(V|D„J, 
qui est exact a gauche. L'action du Frobenius cristallin (p sur les droites Dcris,vi{Xp)^ 
Dcris,vi{Xp) 6t Dcris,vi{^) Gst la multiplication respectivement par u, up~^ et 1 (cf. §|2.6|). 
Ces trois nombres sont deux a deux distincts, puisque leur valuations (respectivement 
-{k - l)/2, -(fc + l)/2 et 0) le sont. 

Proposition 9.3. // existe une representation continue p : Ga\.{E/ E) — > GL^{F) verifiant 

i. Pour toute place w de E ne divisant pas p on a 

(9) dimF(p® (Xp)"^)^™ > 2 si w\disc{xo) 

(10) dim^(p®(Xp = 3 St w )(dtsc{xo) 

ii. Deris, viipY^^ est non nul. 

iii. On a p** ~ Xp © Xp © 1. Une des deux assertions suivantes est vraie : 

a. Soit p admet un sous-quotient r de dimension 2, verifiant r c::^ et tel que 
r est une extension non triviale de Xp J'^'^ Xp- 

b. Soit p ~ p-*", p admet une unique sous-representation ri de dimension 2 et 
un unique sous-quotient r2 de dimension 2, avec ri extension non triviale de 
1 par Xp, ^2 extension non triviale de Xp J'or 1, et ri ^ r2"'". 

Preuve : Notons O I'anneau local rigide de Y en y^, L le corps des fractions de cet 
anneau, et pz, := pKiy) ®k{y) L. L'anneau O est de valuation discrete, de corps residuel 



F. Le representation p^ est irreductible d'apres la proposition |9TI 

D'apres la proposition ii), JPf^ est la somme de trois caracteres, Xp^ Xp st 1. Ces 
trois caracteres sont deux a deux distincts (ils n'ont pas les memes poids) et on est done 
en mesure d'appliquer la proposition |7[l| a pi- Cette proposition affirme precisement 
I'existence d'un O-reseau A C stable par p^, tel que la representation reduite associee 
p := pl^ verifie soit la condition iii. a soit la condition iii.b de |9.3| . O etant de valuation 
discrete, il resulte immediatement de la proposition ^]2| que p verifie la propriete ii. 

Nous allons montrer que p verifie ii. Le lemme [7.3| applique k p^ a, ei k la classe 
d'homotheties s du reseau A donne I'existence d'un ouvert affinoide dY contenant ?/0; 
telle que la representation p^ admet un A(f2)-reseau stable M ; notant p la representation 



GaX{E/E) GL(M), le lemme [773| assure que py^ — P- p est continue d'apres le coroUaire 



Nous allons maintenant appliquer la proposition qA] a la donnee de P\d^^ '■ D 



GIj^{A{VL)), de et des (cf. §6.3.2| ). On choisit pour ensemble "Z" loc. cit. I'ensem- 



ble Z nil auquel on enleve le sous-ensemble des z tels que pz n'est pas semi-simple. Ce 



dernier est fini car pK{n) est semi-simple. La proposition ^]3| assure que les hypotheses i 



38 



JOEL BELLAICHE ET GAETAN CHENEVIER 



a vi) de |6.3.2| de la proposition |0| sont verifiees, iii) par notre choix de Z. On voit done 
que 

^cris,.i(p,o)'^='''^''°^"'^''°^ est non nul, 



oil Kx et F\ sont ceux donnes par la proposition |8]^. D'apres les points iv) et v) de 
|57^ , p'^^*-^"''-Fi(?/o) est la premiere valeur propre du raffinement 7^((3,2)) de Pyo|D„ ' done 
d'apres [5.2.4| , p'^^^^"^ F{yo) = X'^ip) = ce qui prouve ii. □. 

9.4. Elimination du cas a. Nous voulons montrer, par I'absurde, que Ton n'est pas 
dans le cas iii. a. de la proposition precedente. On se place done dans ee eas. La 
representation p admet eomme sous-quotient une extension non triviale r de Xp P^'^' 
Xp- Par consequent, p' := p ® eontient eomme sous-quotient r' := r ® {,Xp)~^ i 

extension non triviale de F (la representation triviale sur F) par -F(l) (le earaetere 
eyelotomique sur F). 

Lemme 9.1. La representation r' est cristalline en vi et en V2. 

Preuve : 11 suffit de le prouver pour r, ear Xp est eristallin en V\ et v^-, X^ etant non 
ramifie en ees places. De plus, eomme r ~ r^, il suffit de le prouver en v\. Comme Dcris,vi 
est exact a gauche, ainsi que le foncteur V ^— Dcris^viiV)'^^^, on voit que 

dimi.D,ri.,.i(p)'^=" < dimi.Deri.,.i(r)'^=" + dim^ D,„,,,,(l)'^=". 

Comme Dcris,vi{^)^^^ = ear m 7^ 1, il resulte de i. que Deris, vi{r)'^^^ est non nul. 
Utilisant encore que Dcris,vi est exact a gauche il vient 

D cris yVxi^Xp) ^ D^riSyViiX^ 

et il y a done dans DcHs^vA''^) deux droites sur lesquelles ip agit par u et par up"^ ee 
qui implique qu'elles sont distinctes. On en deduit que drnxp Deris, v^ir) = 2, i.e. r est 
cristalline en fi. □ 

Lemme 9.2. La representation r' est non ramifiee en toutes les places w ne divisant 
pas p. 

Preuve : Si w ne divise pas cond(xo); P est non ramifiee en w d'apres ii., et r' non 
plus. 

Si w divise eond(xo)) I'exaetitude a gauche du foncteur des invariants sous lyj donne 
dimi.(p')^'" < dimj^r'^" + dim^((Xp )"^)^"' 

Comme ((Xp )~^)'^™ = 0? il deeoule de i. que r' est non ramifie. □. 

L 'existence de r' est alors en contradiction avec le lemme bien connu suivant, 

Lemme 9.3. Soit E est un corps quadratique imaginaire, F/Qp un corps local, alors il 
n'existe pas d' extension non triviale de representations continues de Gai{E / E) de F par 
F{1) qui soit non ramifiee hors de p et cristalline en les places divisant p. 
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Preuve : La theorie de Kummer entraine que la dimension sur F du groupe de ces 
extensions est egale au rang de O*^ (voir par exemple |[Rulivre|| , proposition 1.6.4). Ce 
dernier groupe est fini si E est quadratique imaginaire. □ 

Remarque 9.1. Dans le lemme precedent, il est essentiel que les extensions considerees 
soient non ramifiees (resp. cristallines) d toutes les places. Si on reldche la condition 
a une place quelconque, de telles extensions non triviales existent. Par ailleurs il est 
essentiel que le corps de base E soit quadratique imaginaire. Pour tout autre corps, 
a part Q, I'enonce precedent serait mis en defaut : on construirait par la theorie de 
Kummer une extension non triviale, en partant d'une unite de E qui n'est pas racine de 
1. En fait, I'enonce precedent correspond, par les conjectures de Bloch-Kato, au fait que 
la fonction ( du corps E ne s'annule pas en s = 0. Comme on le sait, ceci n'est vrai 
que pour E quadratique imaginaire ou Q. Cest id, et ici seulement a part la formule 
de multiplicite j| , que I' on utilise dans ce papier I'hypothese que E est quadratique 
imaginaire. Tout le reste marcherait tout aussi bien en travaillant avec E/F extension 
CM, et le groupe unitaire t/(3) compact a toutes les places a I'infini sur F . Dans ce 



cadre, la preuve de montre que I'analogue de la representation automorphe 7t{xo) 
existe si et seulement si e = (— l)^™"}-^. En particulier, si dimF est pair, on peut avoir 
L{xq, 1/2) 7^ 0, et on ne s 'attend alors pas a ce qu'une extension de Xp P^i" 1 cristalline 
existe. On voit que dans ce cas, c'est un element non trivial de Hj{E,Qp{l)) qu'aurait 
construit notre methode. 

9.5. Fin de la preuve. On est done dans le cas b. de la proposition. 
Lemme 9.4. ri et r2 sont cristallines en vi et en V2. 

Preuve : Comme ri ~ r^, la cristallinite de ri en V2 (resp. Vi) equivaut a celle de r2 
en vi (resp. ^2). II suffit done de prouver que ri et r2 sont cristallines en vi. 

En ce qui concerne ri, extension non triviale de 1 par Xp, on observe que les poids de 
Hodge- Tate en vi de Xp st 1 sont respectivement —{k + l)/2 et 0, avec — (fc + l)/2 < 
—2 = — 2. Une telle extension est automatiquement cristalline d'apres ||b'P|| proposition 
3.1. 

Considerons la representation r2, pour laquelle le meme argument de poids ne marche 
plus. Cependant la cristallinite de r2 en vi se montre exactement comme celle de r dans 
le lemme |9.1| , a I'aide du point i. □. 

La representation ri fournit une extension de 1 par Xp, non triviale, qui a bonne 
reduction aux deux places divisant p d'apres le lemme precedent. Comme Xp n'est pas 
le caractere cyclotomique, une telle extension a automatiquement bonne reduction (voir 
I'introduction) aux places ne divisant pas p : cf. par exemple |[Rulivre| , lemme 1.3.5]. Ceci 
prouve le theoreme |1 . 1|. 
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